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APRESENTACAO

A Engenharia Mecéanica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica
0s principios de fisica e ciéncia dos materiais para a concepg¢ao, analise, fabricacéo e
manuteng¢ado de sistemas mecanicos

Nos dias atuais a busca pela redugdo de custos, aliado a qualidade final dos
produtos € um marco na sobrevivéncia das empresas. Nesta obra é conciliada duas
atividades essenciais a um engenheiro mecanico: Projetos e Simulagao.

E possivel observar que na Gltima década, a area de projetos e simulagédo vem
ganhando amplo destaque, pois através de simulagcées pode-se otimizar os projetos
realizados, reduzindo o tempo de execucéo, a utilizagdo de materiais e os custos finais.

Dessa forma, séo apresentados trabalhos tedricos e resultados praticos de
diferentes formas de aplicacdo e abordagens nos projetos dentro da grande area das
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulagdes numéricas, tiveram um grande avanco devido
a insercdo de novos softwares dedicados a areas especificas, auxiliando o projetista
em suas funcdes. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente € um dos desafios
dos novos engenheiros.

Neste livro sdo apresentados varios trabalhos, alguns com resultados praticos,
sobre simulagdes em varios campos da engenharia industrial, elementos de maquinas
e projetos de bancadas praticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecanicos e industriais.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
Joao Dallamuta
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CAPITULO 1

RESOLUCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO UNIDIMENSIONAL
COM SOLUCAO SUAVE UTILIZANDO MALHA ADAPTATIVA

Gabriel Marcos Magalhaes
Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG
Hélio Ribeiro Neto

Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG
Aristeu da Silveira Neto

Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG

RESUMO: Em problemas de engenharia
€ comum que se tenha singularidades de
propriedades: fisicas, geométricas e na propria
solugcdo. Para a solucdo numérica desses
problemas é necessario um determinado
passo espacial para que se obtenha a
acuracia pretendida. Nas demais regides
do dominio a utilizacdo do mesmo passo
espacial € desnecessaria e indesejada, pois
ndo existirdao grandes ganhos na acuracia da
solucao e o custo computacional sera elevado.
Nesses casos, a utilizagdo da metodologia de
Refinamento Adaptativo de Malhas Estruturadas
(RAME) é um bom recurso, pois possibilita o
elevado refinamento da malha em regides de
interesse, enquanto permite 0 uso de malhas
mais grosseiras nas demais regides do dominio

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2

numérico. No presente trabalho apresenta-se a
solucdo da equacgao da difusdo unidimensional
e transiente utilizando a metodologia RAME.
foram

As derivadas espacial e temporal

discretizadas respectivamente via Método
de Diferencas Finitas Centradas e Método
de Euler de primeira ordem. Conhecendo
solucdo optou-se
pelo posicionamento dos niveis de maximo

as caracteristicas da

refinamento em torno dos pontos de maxima
derivada da funcédo. O critério de remalhagem
dindmica adotado depende da velocidade com
que a funcdo se movimenta no dominio. O
programa desenvolvido permite a utilizacao de
quantos niveis e blocos de refinamento forem
necessarios. A deciséo da topologia da malha
inicial deve ser tomada pelo usuario. Dessa
forma, varios testes podem ser realizados
e analisados. Foram realizadas diferentes
simulacbes para se analisar os ganhos que a
metodologia RAME pode proporcionatr.

PALAVRAS-CHAVE: Equacdo da difuséo,

malha com refinamento moével, malha
estruturada.
ABSTRACT: In engineering problems it is

common to have properties of singularities:
physical, geometric and own solution. For the
numerical solution of these problems a certain
spatial step to obtain the desired accuracy is
required. In other regions of the domain using

Capitulo 1




the same spatial step is unnecessary and unwelcome, because there will be not big
gains in the accuracy of the solution and the computational cost will be high. In such
cases, the use of Adaptive Mesh Refinement (AMR) methodology is a good aproach, it
allows the high refinement of the mesh in areas of interest, while allowing use coarse
grid in other regions of the numerical domain. This paper presents the solution of one-
dimensional and transient diffusion equation using the AMR methodology. The spatial
and temporal derivatives respectively were discretized with Finite Difference Method
Centered and Euler method of the first order. Knowing the solution characteristics
opted for the positioning of the finer levels of refinement around the points of maximum
derivative of the function. The criteria of dynamic remeshing adopted depends on the
speed that the function moves in the field. The developed code allows the use of as many
levels and refining blocks are desired. The decision of the initial mesh topology should
be taken by the user. Thus various tests can be performed and analyzed. Different
simulations were made to analyze the gains that AMR methodology can provide.
KEYWORDS: Diffusion equation, mesh with dynamic refinement, structured mesh.

11 INTRODUCAO

Muitos problemas que aparecem corriqueiramente na engenharia envolvem a
analise dataxade variacéo, ou seja, a analise da derivada, de uma ou mais propriedades
fisicas em relacdao ao tempo e/ou espago. Por exemplo, em Mecéanica dos Fluidos,
uma das areas da Engenharia Mecénica, € muito comum o desenvolvimento de
pesquisas cuja finalidade reside em analisar a variagéo da presséo, da temperatura,
da velocidade e de outras propriedades fisicas em relacdo ao espaco e/ou tempo.
Dessa forma, a modelagem matematica de fendmenos na area supracitada conduz,
em muitos desses casos, a Equacdes Diferenciais Parciais (EDP).

As EDP podem ser divididas em trés classes: as parabdlicas, as hiperbdlicas e as
elipticas. As equacgdes diferenciais parciais parabdlicas, classe enfocada no presente
trabalho, segundo Chapra and Canale (2009), determinam como uma incognita varia
tanto no espaco quanto no tempo. Isso se manifesta pela presenca tanto de derivadas
espaciais quanto temporais. A equacao da difuséo € uma EDP parabdlica e, portanto,
possui as caracteristicas citadas.

Nesta area do conhecimento utilizam-se técnicas muito difundidas para solugao
numérica de equacgdes diferenciais ordinarias e parciais, dentre as quais podemos
destacar: Método dos Elementos Finitos, o Método de Diferencas Finitas (MDF) e o
Método dos Volumes Finitos. Patankar (1980) diz que o método de diferencas finitas
pode ser definido como uma aproximacéao das derivadas por razées incrementais finitas
calculadas sobre malhas espaco-temporal, utilizando séries de Taylor truncadas. Sua
deducéo € puramente matematica. O método dos volumes finitos € similar ao MDF, nele
os valores sédo calculados em razdes discretas em uma malha espacial que representa
o dominio. A diferencga, de acordo com Ferziger and Peric (2012), &€ que neste método
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as equacoes diferenciais s&o integradas em volumes de controle que formam a malha
computacional, o que resulta em uma formulacéo fisicamente conservativa. Em uma
malha cartesiana, as discretizacdes de algumas equacdes via MDF ou MVF levam ao
mesmo resultado.

No presente trabalho utiliza-se uma malha estruturada composta por blocos de
diferentes niveis que acompanham a soluc&o. A técnica utilizada é baseada no que
foi proposto por Berger (1984) utiliza blocos de malhas retangulares, orientadas e
organizadas de acordo com uma hierarquia de niveis de refinamento, devidamente
aninhadas. Com a utilizagdo desse método é possivel diminuir o custo computacional
de uma simulagao, pois nao € preciso refinar todo o dominio para capturar informacoes
gue necessitam do uso de malhas finas. O refinamento dindmico bloco-estruturado
utiliza esse método e identifica os locais nos quais sdo necessarios o uso de menores
espacamentos. Isso possibilita a solugcdo de varios escoamentos, nos quais a
regido que requer refinamento € mével. Escoamentos multifasicos sao exemplos de
problemas que podem ser resolvidos com essa metodologia. Villar (2007) utiliza essa
metodologia para avaliar escoamentos multifasicos bidimensionais e Pivello (2012)
resolve problemas multifasicos tridimensionais com a mesma metodologia.

Aproposta apresentada ao longo do texto faz o uso de umatécnica de remalhagem
para que os pontos de interesse do dominio sejam resolvidos sempre por um bloco
de malha refinada. Existem diversas estratégias de reconstrucdo de malha sobre um
dominio conforme abordado por Brito (1998) e por outros autores. A técnica escolhida
€ chamada de Método de Redistribuicdo Nodal Estatica (MRNE) que pode acontecer
com redistribuicdo nodal ou com refinamento de malha sendo que, no caso tratado
sera utilizada o primeiro.

A resolugdo da equagdo da difusdo unidimensional serd resolvida em duas
configuragcbes de malha diferentes, porém ambas utilizam apenas dois niveis de
refinamento, variando apenas o niumero de blocos presentes no dominio.

2| PROBLEMA DE INTERESSE

O presente trabalho possui como objetivo uma abordagem puramente matematica
de uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) parabdlica unidimensional com termo fonte,
a qual é apresentada abaixo:

ou 02U

Ezaﬁ+f(x,t) "

Na Equacédo (1), U é a propriedade a ser transportada, esta propriedade é
dependente do tempo t e da localizagdo espacial x no dominio unidimensional. O
parametro a da EDP é uma constante que pode ser considerada como o coeficiente
de difusividade, determinando a rapidez com que a propriedade se difunde no dominio,

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 1




por fim, f(x,t) & uma fungdo chamada de termo fonte.

O termo fonte do problema de interesse é determinado com base em uma técnica
de verificagdo computacional chamada método da solugdo manufaturada, a qual é
apresentada na sec¢ao a seguir.

31 METODO DA SOLUCAO MANUFATURADA

O termo fonte da Eq. (1) faz parte de uma técnica de verificacdo de cddigos
computacionais chamado método da solu¢cao manufaturada ou Method of Manufactured
Solutions (MMS). Segundo Salari (2000) esse método é bastante robusto pois permite
a identificagcao de qualquer erro no codigo que afete a taxa de convergéncia do método
numeérico.

A solugéo manufaturada Ue(%,t) utilizada no presente trabalho é dependente de x
e te se movimenta no dominio ao longo do tempo. Essa escolha foi realizada visando
possibilitar a implementacao de uma estratégia para a reconstru¢cao da malha sobre o
dominio, mantendo os blocos de malha mais refinados sobre os pontos mais criticos
da func&o U e ao longo do tempo. A solugao manufaturada escolhida para o presente
trabalho € apresentada na Eq. (2), onde U o corresponde a amplitude de , U, (x,t), L
€ o tamanho do dominio e é a velocidade com a qual a fun¢gdo se movimenta.

2mx c-t
Us(x,t) =U, sen( — )
L L7

Para a obtencdo do termo fonte f(X,t) parte-se da Eq. (1), realizando a
substituicdo de U por U,, como pode ser visto na Eq.(3):

o, _ U

at - @ o T/ @
Isolando o termo fonte f(%,t) na Eq. (3) tem-se:
ou, 92U,

foet) =%~ 5 “

Calculando a primeira derivada de U,.(x,t) emrelacdo a t e a segunda deriva-
da em relagdo a x teremos, respectivamente:

aUu, c 2mx c-t
-5

ot L\ 5
0°U,  4m® (2nx c-t)
T e N A

Substituindo-se a Eq. (5) e a Eq. (6) na Eq. (4) chega-se a Eq. (7):
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(x,t) = c (erx c-t)+ 41 (an c-t)
flx,t) = Lcos L I a Iz sen I I .

Definindo-se L = 2n[m], a« = L?, U, = 1[m/s] e chamando c/L de b podemos
reescrever a Eqg. (7) como a forma final do termo fonte, que € apresentado na Eq. (8).

f(x,t) = —b cos(x — bt) + 4m?sen(x — bt) -

41 METODO NUMERICO UTILIZADO

Para o desenvolvimento do trabalho foi utilizado o método dos volumes finitos
com a formulacéo de diferencas centradas para avaliacdo dos fluxos. Utilizando a Eq.
(1), faz-se a integral de superficie em um volume discreto, tanto o volume quanto os
pontos utilizados nesse processo sao ilustrados a seguir:

® e ® d
i-1 i i+1

Figura 1. Representacdo dos pontos envolvidos na discretizacéo.

Realizando a integragao citada acima, tem-se:

J;t+&t-[?d('; ft+AtJ- i _+J-£+Atf f(x t)
| il )

E pertinente que se realize as seguintes observagdes a respeito dos termos |||
e lll da Eq. (9):

« Termo I: a fungdo integrada ndo é dependente de x;

« Termo II: o pardmetro a é constante e, portanto, pode ser colocado fora da
integral. Além disso, a parte restante da fungcao nao é dependente de t;

Termo lll: considera-se o termo forgante constante dentro do volume de con-
trole no tempo t, com valor definido em te em %i, onde *i é o valor de x
no centro da célula. Isso faz com que o valor da integral apresentada nesse
termo seja aproximada por AxAt f(x;,t)" . Essa aproximacdo se torna exa-
ta, quando Ax e At tendem a zero.

ApOs tais consideragdes podemos reescrever a Eq. (9) como:

n+1 aU aU " n
(U —UMAx = a:At( -— ) + AxAt f(x;,t)
0x oxl,

(10)
Fazendo uso da técnica de diferencas centradas nas derivadas parciais presentes
na Eq. (10) tem-se:
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Uis1 —U; Ui — Uiy
Ax Ax

n
(U™ —UMAx = aAt( ) + AxAt f(x; , )"

(11)

onde o indice superior corresponde ao instante de tempo no qual a informacéo
€ avaliada, sendo que n+1 corresponde a uma informacédo no tempo atual
(t + At) e n corresponde ao tempo precedente (t). O indice inferior corresponde
ao volume de controle no qual a fungao é avaliada, tomando como base a Fig. (1),
além disso, e sao, respectivamente, o passo espacial e o passo temporal.

Para que se obtenha a equacgao explicita os termos obtidos no tempo atual séo
colocados do lado esquerdo da igualdade. Readequando a Eq. (11) segue:

alt
W(U:}'_l — ZUln + Uln_l) + At f(xi , t)n
(12)

De posse da equacéo discretizada, antes de apresentar o critério de remalhagem

Uttt =ul +

e as interpolagdes utilizadas, s&o apresentadas as malhas utilizadas na obtencéo dos
resultados. Tal exposicao é realizada na sec¢ao subsequente.

51 MALHAS UTILIZADAS

A proposta do trabalho é posicionar blocos mais refinados de malha sobre os
pontos de maxima derivada da funcéo ao longo do dominio. A principio a solucéo
manufaturada U, esta posicionada no dominio de modo que os valores a serem
captados, seguindo o critério proposto, estdo posicionados no inicio, no meio € no
final do dominio.

Quanto ao passo espacial de cada nivel, tem-se que o passo espacial do nivel
mais grosso ( k = 1) deve ser definido pelo usuario e o passo espacial de um nivel
k + 1 sera calculado como sendo a metade do passo espacial do nivel k, conforme
mostrado na Eq. (13).

Axk+ 1) = 220

2 (19
Em uma primeira tentativa, visando captar o comportamento da solugdo numérica
a nao conformidade com os critérios de posicionamento da malha utilizou-se uma
configuracdo de malha conforme mostra a Fig. (2). Nessa situacéo é usado somente
um bloco do nivel mais fino de malha, capturando somente o ponto de maxima derivada
situado no meio do dominio.

A ' A

Figura 2. Configuragdo de malha 1: utilizando apenas um bloco de malha do nivel mais fino.
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A segunda configuracdo de malha utilizada no dominio atende ao critério
preestabelecido, posicionando trés blocos do nivel mais fino, localizados exatamente
no inicio, no meio e no final do dominio, locais de ocorréncia dos valores de maxima
derivada da fungao U, no instante t. A malha em questao, bem como a proporgao do
dominio tomada por cada bloco sdo apresentadas na Fig. (3).

Ao longo do presente trabalho, por questao de facilidade, a malha apresentada
na Fig. (2) sera tratada por CM1 (configuracéo de malha 1), ja a apresentada na Fig. (3)
sera referenciada por CM2 (configuracédo de malha 2). Além disso, € muito importante
ressaltar que a malha utilizada néo faz uso de sobreposicéo de niveis.

o
— — — e
—"‘Y""— —y—
30% 30%|

Figura 3. Configuragao de malha 2: utilizando trés blocos de malha do nivel mais fino.

Na resolucéo do problema as fronteiras do dominio foram submetidas a condicéo
de Dirichlet. De modo a possibilitar o processo de reconstrucao da malha foi considerado
que o valor analitico da fungao U, € conhecido tanto na primeira quanto na Ultima
célula do dominio e ndo somente no ponto central de tais células.

6 | REMALHAGEM NO DOMINIO

Dentre as varias estratégias de remalhagem existentes optou-se por utilizar o
Método de Redistribuicdo Nodal Estatica com Redistribuicdo Nodal (MRNERN), que
também pode ser classificado como h-refinement com niUmero de pontos constante no
dominio.

A estratégia trabalhada mantém o numero de pontos constante no dominio e ndo
precisa, necessariamente, trabalhar com uma equacéo governante da remalhagem,
podendo simplesmente estabelecer um critério. Algumas caracteristicas do MRNERN
séo listadas a seguir:

+  Movimentacédo da malha em intervalos de tempo previamente fixados;

+ Algoritimo de solucdo totalmente independente do algoritimo de remalha-
gem;

+ Reconstrugdo da malha por meio de interpolagées utilizando informacgbes da
configuracéo anterior;

Reposicionamento dos n6s no dominio, mantendo o numero de nds cons-
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tante;

O critério de remalhagem adotado € dependente do parametro p, que corresponde
ao valor de c/L, e do passo de tempo. Em suma, a malha é reconstruida todas as vezes
gue um determinado ponto discreto da fungcédo desloca uma disténcia correspondente
a Ax(1). Obedecendo tal determinacdo os pontos de maxima derivada da funcdo
inicialmente envolvidos pelo nivel fino n&o sairdo do mesmo, partindo-se do pressuposto
que o usuario coloque um numero de células suficientes apds o ponto critico.

7| INTERPOLACOES

As interpolacbes sé@o parte fundamental do método pois sdo responsaveis
pela comunicacao entre niveis de malha diferentes e também pela transferéncia de
informacdes durante o processo de remalhagem.

No presente trabalho, utilizaram-se interpolacdes de terceiro grau em todos os
casos nos quais existe a necessidade deste processo, para minimizar os erros, que
sdo da ordem de Ax™, onde n é a ordem do polinémio. Um polindmio de terceira ordem
é suficiente para nao influenciar nos erros inerentes ao MVF utilizado, pois a ordem
do método de discretizacdo espacial é 2, que implica em erros da ordem de sz, e
a ordem do método de discretizacédo temporal é 1, implicando em erros da ordem de
At. Como At é calculado pela equagdo At = CLF - (Ax*/a), o erro da discretizacédo
temporal também é da ordem de Ax2. Para a determinacdo do polindmio interpolador
no caso de comunicacéo entre niveis devem ser utilizados quatro pontos em torno da
célula fantasma, sem levar em consideracao outras células fantasmas que estejam
na vizinhanca. No processo de remalhagem sao utilizados quatro pontos da malha
anterior, conforme sera melhor explicado posteriormente.

Todas as interpolacdes realizadas ao longo do processo de resolucéo utilizaram a
formulacéo de Lagrange que pode ser encontrada em varios livros de calculo numérico,
como em Franco (2006). A interpolacdo de Lagrange utiliza, no caso da obtencéo de
um polinémio interpolador de terceiro grau, quatro pontos em torno da localizagcédo do
dominio onde se deseja obter o valor da propriedade e o valor que a solugdo assume
em tais pontos.

A opcgao por tal método se deu pela generalidade e flexibilidade frente as
situacdes ocorrentes, mas apesar de tais caracteristicas utilizou-se sempre dois nos
precedentes e dois nés posteriores ao ponto em que se deseja conhecer o valor de
determinada informacéo.

7.1 Comunicacao entre niveis

Sempre que acontece a transicdo entre niveis a distancia entre o ultimo n6 de
um e o primeiro n6 do outro ndo obedece ao passo espacial de nenhum dos dois, e
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isso causa um grande problema ja que o método de discretizagéo utilizado exige a
utilizacao de dois pontos igualmente espacados em torno do ponto no qual se deseja
obter o valor numérico da informacao difundida. A solugao utilizada para tal situacéo no
presente trabalho foi a utilizacdo de células fantasmas, ou seja, células que obedecem
a exigéncia do método de diferencgas finitas centradas mas que nao fazem parte do
dominio computacional e, dessa forma, ndo se sobrepdem as células existentes.

p——
L iql -qlz- .
1 21 3 |4 15
—

Figura 4. Células fantasmas utilizadas na comunicagao entre niveis e os pontos envolvidos no
calculo das mesmas.

A Fig.4 mostra uma situagcdo de comunicagéo entre niveis. Tomando como base
0s pontos mostrados tem-se que a distancia entre os pontos 2 e 3 ndo € a mesma
gue ocorre entre os pontos 3 e 4, exigindo assim que se utilize uma célula ghost, no
caso G1, para possibilitar a obtencé@o do valor da propriedade no né 3. Para se obter
o valor da informagédo em G1 s&o utilizadas as informacdes dos pontos 1, 2, 3 e 4 e,
posteriormente, utiliza-se o valor de G1 para a realizagdo do célculo em questéo. De
maneira analoga, para a obtencao do valor no ponto 2 se faz necessaria a utilizacéo
da célula fantasma G2, que é obtida por meio das informacgdes dos pontos 2, 3, 4 e 5.

7.2 Remalhagem

O processo de remalhagem é uma parte importante ja que necessita transferir
informacdes de uma malha que estava sendo utilizada para uma outra configuracao
que foi gerada obedecendo ao critério imposto. Na Fig. (5) e na Fig. (6) sdo mostradas
as situacdes de criacdo de uma célula grossa e de duas células finas na nova malha,
respectivamente. Trata-se em ambas as figuras a situacédo (a) como a malha que
estava sendo usada na resolucéo e (b) a malha atualizada.

Na Fig. (5) duas células finas (3 e 4) da malha (a) s&o fundidas originando
uma célula grossa (3) na malha (b). Projetando o ponto 3(b) na malha (a) chega-se
a conclusao de que, seguindo os critérios de interpolacdo expostos anteriormente,
sdo usados os pontos 2, 3, 4 e 5 da malha (a) para se atualizar a informacao no
né referido. Nas demais partes do dominio a informacao de 1(a) é transferida para
1(b), bem como a de 2(a) para 2(b) e de 5(a) para 4(b). Em suma, quando os pontos
possuem a mesma posicdo no dominio em ambas as configuracées a informacéo
pode ser transferida de forma direta, mas quando um ponto da nova malha nao possui
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posicao correspondente na configuracéo anterior é necessario interpolar.

(a)

3!

(b)

Figura 5. Atualizagéo da malha com criacéo de célula grossa.

De forma analoga, quando existe a criagcao de pontos do nivel mais fino, existem
nés na nova malha que podem ter a informagao transferida de maneira direta por
possuirem a mesma posicdo de pontos da configuracdo anterior mas agora dois
pontos necessitam ter o valor da funcéo determinado via interpolacdo. Na Fig. (6) os
pontos que podem ter a informacéao transferida de maneira direta na nova malha séo
1,2, 5 e 6, os pontos 3 e 4 devem ser determinados utilizando a técnica de Lagrange.

Partindo do pressuposto de se utilizar dois pontos precedentes e dois pontos
subsequentes ao n6 em que se deseja realizar a interpolagdo, para se determinar o
valor da propriedade no ponto 3(b) é necessario que utilize-se os pontos 1, 2, 3 e 4
da malha (a). Ja para a se encontrar a informagao do ponto 4(b) € necessario que se
utilize os pontos 2, 3, 4 e 5 da malha (a).

1- 2- * 3- * 4-I 5- (a)
1- 2- 311 411 5- 6- I:h)

Figura 6. Atualizacdo da malha com criacao de células finas.

8 | VERIFICACAO COMPUTACIONAL

A verificagdo computacional é uma etapa fundamental para a implementacéo
da técnica numérica, pois através deste processo é possivel verificar se a solugao
aproximada esta com erros da ordem de discretizacao do método. No presente trabalho
a ordem de precisdo obtida é determinada utilizando-se um grafico log,(Ax) x log,(L;)
onde o calculo da norma L,, que € dado pela Eq. (14), sendo n o nimero de células
no dominio, Xnum & o valor obtido numericamente e Xanaitico € o valor dado pela Eq.
(2) no volume de controle i.
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E?=1(xnum - xanm‘.tir:o)2

n

L, =
(14)

Logo ap0s a determinagédo do valor da norma L,, no instante tr (tempo final), em
malhas progressivamente refinadas sobre o dominio, é realizada uma regresséo linear
dos pontos no grafico. O coeficiente angular da reta de ajuste (m) ir4 fornecer a ordem
de precisdo do método. Na Fig. (7a), onde é apresentada a taxa de convergéncia para
a CM1, pode-se observar que m = 2,00496 e na Fig. (7b), a qual mostra o resultado da
convergéncia para CM2, tem-se m = 1,99081, confirmando que, conforme pretendido, o
método implementado é de ordem 2 para ambas as configura¢cdes de malha utilizadas.

Além da analise da ordem apresentada pelo método se faz importante a analise
do comportamento de outra norma, a Lw , cujo valor é dado pela Eq. (15). Esta norma
informa o maior valor de erro presente no dominio em dado instante de tempo, além
de possibilitar junto ao c6digo computacional determinar o ponto de ocorréncia de tal
valor.

Lo = |Xpum — Xanaticol (15)

A seguir é apresentado o comportamento da norma L para 4 configuracdes de
malha, sendo as duas primeiras configuragdes compostas por malha uniforme com
100 noés na Fig. (8a) e 200 pontos na Fig. (8b). Os dois casos restantes fazem uso de
malha adaptativa conforme CM1 (Fig. (8c)) e CM2 (Fig. (8d)). E importante ressaltar
que todos os resultados apresentados s&o para tr =957[s]e b =2,0[s -1],

A Figura (8a) apresenta a norma Le para o caso em que se usa uma malha
uniforme com 100 pontos, tendo-se um passo espacial 4x = 0,0628318_ 0 grafico da
norma L» mostrado na Fig. (8b) é também para uma situacdo de malha uniforme, porém
utilizando 200 pontos sobre o dominio, levando a um passo espacial Ax = 0,0314159.

11 T T T
m = 2.00496
m = 1.99081
-3
-4
g g

Figura 7. Grafico da taxa de convergéncia para (a) CM1 e (b) CM2.
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Figura 8. Grafico da norma Lo para um dominio com malha uniforme de (a) 100 pontos, (b)
200 pontos e para os casos de (c) CM1 e (d) CM2.

A Fig. (8c) mostra a norma L, para uma simulagdo fazendo uso da CM1,
na qual cada bloco possui 40 pontos, levando a malhas com passos espaciais de
Ax(1) = 0,0628318 e Ax(2) = 0,0314159 para os blocos de malha grossa e malha
fina, respectivamente. Por fim, a Fig. (8d) mostra a norma Lo para uma simulacéo
usando a CM2, na qual os blocos posicionados nos extremos do dominio possuem
20 pontos, os blocos de nivel grosso 30 pontos e o bloco central de nivel fino, 40
pontos. O espacamento da malha no nivel grosso e no nivel fino séo, respectivamente,
Ax(1) = 0,0628318 e Ax(2) = 0,0314159 nessa situagao.

Todos os resultados apresentados tanto para a norma L« foram obtidos através
da analise de todo o dominio, ja para a norma L, o calculo foi realizado levando em
conta somente os blocos de malha mais refinada.
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9| CONCLUSAO

O presente trabalho tem como objetivo avaliar a utilizagcdo da malha adaptativa em
um problema unidimensional de difusao, utilizando o método da solugdo manufaturada
para avaliar o erro e a taxa de convergéncia do método. Como esperado, observou-se
gue nao houveram ganhos de acuracia com o uso do método. O ganho em se utilizar a
malha adaptativa pode ser notado no tempo computacional. Em problemas industriais
onde o tempo para se realizar simulagcbes computacionais e obter resultados é
importante, o uso de malha adaptativa se apresenta como uma alternativa interessante.
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RESUMO: Muitos problemas da area de
engenharia envolvem a andlise da taxa de
variacao, de uma ou mais propriedades fisicas
em relacdo ao tempo e/ou espago. Assim
sendo, a modelagem matematica de diversos
fenbmenos fisicos é realizada por meio de
equacoes diferenciais. O chamado Método
dos Volumes Finitos (MVF) é uma das técnicas
numeéricas que existem para resolver equacoes
diferenciais, e possui uma caracteristica em sua
metodologia de grande valor: a conversacgao da
média da propriedade fisica em cada volume
de controle. A resolucéo por este método exige
o calculo dos fluxos nas faces dos volumes de
controle e para realizar esses calculos se faz
necessaria uma técnica de reconstrucdo para
que 0s mesmos possam ser avaliados. Uma
dessas técnicas consiste na reconstrucéo
da solugcdo baseada em minimos quadrados
em cada volume de controle. Essa técnica foi
apresentada por Gooch, e foi desenvolvida
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DA EQUACAO DA DIFUSAO

para aplicacdo em malhas n&o-estruturadas,
0 que permite uma melhor adequacéo para
resolucdo numeérica de Equagdes Diferenciais
Parciais (EDP) definidas em dominios espaciais
com geometrias complexas. O Método de
Reconstrucdao de Alta Ordem via Minimos
Quadrados (MRAOMQ) proposto por Gooch
tem como base a aproximac¢éo de uma funcéo,
em cada volume de controle, por um polinémio
cujos coeficientes sao baseados na série de
Taylor da funcéo e correspondem a valores
de derivadas parciais. O presente trabalho se
propde a apresentar a resolugcado da equacéao
da difusdo utiizando o MRAOMQ junto ao
MVF, em dominios bidimensionais, utilizando a
reconstrucdo com precisao de segunda ordem.
PALAVRAS-CHAVE: Método de reconstrucao
de alta ordem, método dos volumes finitos,
equacao da difusdo, malha nao-estruturada.

ABSTRACT: Many engineering problems
involving the analysis of the variation rate of
one or more physical properties over time and/
or space. Thus, the mathematical modeling
of several physical phenomena is performed
through differential equations. The Finite-
Volume Method (FVM) is one of the numerical
techniques that exist for solving differential
equations, and has a feature of great value:
the average conversation physical property
in each volume control. The resolution by
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this method requires the calculation of flows on the faces of control volumes and to
perform these calculations is required a reconstruction technique so that they can
be evaluated. One of these techniques consists of the reconstruction of the solution
based on minimum squares in each volume control. This technique was presented by
Gooch and was developed in unstructured grids, a fact that allows a better match for
numerical solution of Partial Differential Equations (PDE) defined in spatial domains
with complex geometries. The High-Order Reconstruction Method based on Minimum
Square proposed by Gooch is based on the approximation of a function in each control
volume, by a polynomial whose coefficients is based on the Taylor series of the function
and corresponds to values partial derivatives. This study aims to present the numerical
technique for solving the diffusion equation via the finite volume method using the High
Order Reconstruction Method to calculate the flows on the faces of control volumes in
bi-dimensional domains using the second order reconstruction.

KEYWORDS: High-order reconstruction method, finite-volume method, diffusion
equation, unstructured mesh.

11 INTRODUCAO

O estudo de diversos problemas de engenharia envolve a analise da taxa de
variacao espacial e/ou temporal de uma ou mais propriedades fisicas. Pode-se
objetivar conhecer, por exemplo, a variacdo da pressao, da tensao, da velocidade,
da temperatura, dentre outras propriedades e, por envolverem taxas de variagédo, o
conhecimento dessas propriedades esta ligadoa resolucéo de equacgdes diferenciais
parciais (EDP). Tais equagbes diferenciais, na maioria das vezes, s6 tem solucéo
via aplicacdo de métodos numéricos, uma vez que os métodos analiticos possuem
muitas limitacdes tais como a n&o linearidade das EDP, as condicOes de fronteira e as
geometrias dos dominios onde as mesmas sao definidas.

Dentre os métodos de resolugcdo numérica de EDP, um bastante utilizado é o
chamado Método dos Volumes Finitos (MVF). O Método de Volumes Finitos possui
uma caracteristica muito interessante na resolucao de problemas de engenharia, além
de outras areas, que é a conservacédo da média da propriedade fisica envolvida na
EDP em cada volume de controle. Utilizando o MVF ha varias técnicas para se resolver
uma EDP, entre elas estdo os métodos de alta ordem.

Os métodos de alta ordem tém o potencial de reduzir o esforco computacional
requerido para um dado nivel de precisdo da solugdo mantendo ou aumentando a
acuracia da solucéo. Alguns trabalhos foram desenvolvidos no sentido de se mostrar,
com resultados, o poder desses métodos, dos quais podemos citar como exemplos 0s
trabalhos de Bassi e Rebay (1997) e Zingg et al. (2000).

Os métodos dessa classe sao desenvolvidos de uma maneira mais ampla, de
modo geral, para problemas que trabalham com malhas estruturadas e Método dos
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Elementos Finitos. O desenvolvimento de métodos de alta ordem via método de
volumes finitos remonta ao trabalho desenvolvido por Barth e Frederickson (1990).
Posteriormente varios avancos foram conseguidos no que tange aos métodos de alta
ordem, como por exemplo, o desenvolvimento das técnicas ENO (Essentially Non-
Oscillatory) (HARTEN e OSHER, 1897) e ENO ponderado (Weighted ENO ou WENQO)
(HARTEN et al., 1987).

Os esquemas ENO foram desenvolvidos buscando corrigir uma deficiéncia dos
métodos que o precederam, garantindo maior uniformidade na precisdo para todos
0s pontos com uma vizinhanga suave. Apesar do ganho obtido e da obtencao da
reconstrucao por polindbmios de alta ordem, os métodos em questdo possuem uma
dificuldade no que diz espeito ao esténcil utilizado. Muitas vezes a procura pelo
esténcil “mais suave” para a reconstrucdo em um determinado volume de controle
€ uma tarefa bastante complexa. Buscando administrar essa questao surgiram os
métodos WENO, uma nova familia de esquemas que faz uso da soma de todos os
esténceis possiveis buscando pelo esténcil mais suave, usando todos os polinbmios
possiveis na forma de pesos dependentes dos dados, os pesos sdo da ordem do erro
de truncamento em esténceis nao-suaves. A maior dificuldade enfrentada frente a tais
proposicoes € a dificil implementacao de esquemas que utilizam a busca de esténceis
em malhas ndo-estruturadas, ja que estes devem ser procurados em todas as direcoes
simultaneamente e 0 numero de provaveis esténceis é muito grande.

Frente as dificuldades e deficiéncias de tais métodos, Ollivier-Gooch e Van
Altena (2002) se basearam no trabalho de Barth e Frederickson (1990), extendendo-o
para ordens mais elevadas, e assim apresentaram o método chamado de Método de
Reconstrucao de Alta Ordem baseado em Minimos Quadrados (MRAOMQ). A proposta
de Gooch consiste em uma técnica de alta ordem sem a necessidade dessa busca
pelo esténcil mais adequado, ou seja, € um método que independe de qualquer tipo
de topologia da malha, requerendo somente dados espaciais. A técnica usa esténcil
fixo para uma dada ordem, pesos dependentes dos dados e a solugao das equacdes
de conservagao.

O MRAOMQ tem por esséncia a aproximagao de uma funcao ¢, em cada volume
de controle, por um polinbmio cujos coeficientes séo baseados na série de Taylor da
funcédo e correspondem a valores de derivadas parciais. Esses coeficientes sdo obtidos
de tal forma que se tenha garantia da conservacao da média da propriedade ¢ em
cada volume de controle. Os autores enxergavam um alto potencial no uso da técnica
para a resolucdo de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) via Método dos Volumes
Finitos (MVF). O polinbmio obtido em cada volume de controle, nessa estratégia, é
utilizado para calcular os fluxos nas faces de cada um dos mesmos.

No que diz respeito ao MVF existem duas possibilidades de esquemas: cell-vertex
e cell-centered. Quando se utiliza a primeira técnica as informagdes das propriedades
fisicas definidas pela funcdo ® sdo armazenadas nos vértices dos triangulos da
malha, ja quando utiliza-se a segunda as informagdes sao guardadas no centroide
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dos triangulos da malha.

A
& &

Figura 1. Volume de controle para as técnicas cell-vertex (esquerda) e cell-centered (direita). Os
volumes de controle séo representados pelas areas hachuradas.

Os volumes de controle (VC) gerados para cada as técnicas cell-vertex e cell-
centered sao apresentados na Fig. (1), onde é possivel observar com maior clareza o
fato de que as duas técnicas conduzem a volumes de controle distintos. No presente
trabalho foi usado o volume de controle centrado na célula, correspondente a técnica
cell-centered.

2| METODO DE RECONSTRUCAO DE SEGUNDA ORDEM

O método de reconstrucéo de segunda ordem, o qual é abordado no presente
trabalho, € um caso particular do método de reconstrucéo de alta ordem elaborado
por Ollivier-Gooch e Van Altena (2002) junto aos seus colaboradores. A esséncia
de tal técnica consiste em aproximar uma funcao @, em cada volume de controle,
por um polinémio baseado na série de Taylor da fung¢do. Para tanto, os coeficientes
desses polinbmios, que sao derivadas parciais da fungéo, precisam ser determinados.
Tal determinacéo é realizada obedecendo o principio de conservacdo da média da
propriedade P em cada volume de controle. Com isso, a ordem de precisdo da
reconstrucao é diretamente dependente do numero de termos da série de Taylor
utilizada. Considere a expansédo em série de Taylor da funcdo @i em torno do ponto
(xiryi), onde i é o volume de controle e @® é o valor da solucéo obtida através da

reconstrugao.
dap 0¢ 10%¢
R — ol 4 — X - — )+ ——= — x:)?
¢ =l + Pf; + ax|t_(x x;) + ayL(y ya)"‘zaxz i(x x;)
2 1 aqu X
+6x6y i(x— J"-’z)(y—%')'l'za—y2 =y +-

i (1)

A precisdo da reconstrucdo da solucdo depende do numero de termos do
polinbmio apresentado na Eq. (1). No que tange a precisao para fungdes suaves, uma
reconstrucao é dita ser k-exata, ou tem preciséo de ordem k + 1, quando tem-se valido
que P(X) €E{x™y" :m+n <k} onde m e n sdo as poténcias dos monémios que
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aparecem na expansao em serie de Taylor da funcédo ¢. Com isso tem-se a seguinte
equivaléncia:

¢7 () = P(X)

O presente trabalho visa a utilizagado do MRAOMQ de segunda ordem, o que
determina que a série deve ser truncada apds o terceiro termo, ou seja, para a
reconstrucdo de segunda ordem a parte necessaria da Eq. (1) € mostrada na Eq. (2):

d¢ 0¢

Rl oa 22 (v — vy 22 (v — v,
b; ¢|L+axix xa)+ayi(y Vi) "

A escolha dos coeficientes da expansao é realizada de modo que, no volume de
controle, o valor médio seja conservado e o erro na representagcdo de uma solugéo
suave seja minimizado. O valor médio da funcéo de reconstrucdo em um volume de
controle qualquer V, é dado por:

1 . _
A_,,ﬂ ¢i dA = ¢,
Ai (3)

Portanto, para segunda ordem, substituindo a Eq. (1) na Eq. (3), tem-se:

—ﬂhh 4@—@
(4)
Que pode ser escrita como:
ap| _ ap| _ _
¢'|i+_|_x —| Vi =
‘ (5)
onde
-—lﬂ( ) dA -—lf( ) dA
xi_Ai X— X; e}’i—Ai y—UYi
A; A; (6)

séo os termos chamados de momentos. As duas integrais da Eq. (6) foram
calculadas utilizando uma férmula de integracdo numérica, com preciséo de grau trés,
presente em Quarteroni et al. (2010). A técnica utilizada faz uso de sete pontos no
tridngulo: vértices, pontos médios das arestas e centroide, para o calculo da integral.
Para obter as derivadas parciais que irdo determinar os polinémios de reconstrucao é
necessario agregar mais informacgdes a Eq. (5) para cada volume de controle . Isso €
feito acrescentando a exigéncia de que o valor médio de qbf nos volumes de controle
vizinhos seja conservado. Portanto, chega-se a:

1 ([ .« _
™ fq;i dA = ¢  j=123..N,

(7)
onde Ny, corresponde ao nimero de volumes de controle vizinhos ao i-ésimo
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volume de controle.

Para o célculo da integral apresentada na Eq. (7) foi utilizada uma integracéao
numeérica via quadratura gaussiana. Uma regra de quadratura gaussiana consiste na
aproximacao da integral de uma funcao, estabelecendo um somatoério com pesos dos
valores assumidos pela funcéao em pontos especificos dentro do dominio de integracéao,
0s chamados pontos e pesos de Gauss. Para o céalculo da equagao em questao foram
utilizados 13 valores relativos aos pontos e pesos de Gauss propostos por Dunavant
(1985), visando a obtencéao de uma aproximacéo de ordem 7.

Substituindo a Eq. (1) na Eq. (7), apbs algumas operagdes, obtem-se a seguinte

equacao:
d¢p o _
Olit 5| Xij+ 2| Vi = @)
0x i By i (8)
onde X;j = Xj +x; — x; e yij = yj +¥j —Yyi s&o chamados termos

geométricos. Nos volumes de controle internos da malha, que ndo tem nenhuma face
na fronteira, o polinbmio de reconstrucéo é obtido entédo resolvendo o sistema linear
sobredeterminado dado por

1 Xi Vi
w;; Wi ¥y WP w 1
TSNS ¢x ;1¢1 com  wij =73
Wiz WixXjp; Wi2Yiz ;2@52 |% — %]
Wiz Wi3Xi3 Wi3)i3 wizP3 9)

sendo W;jj parametros de ponderagéo baseados no inverso da distancia do
volume de controle ipara o volume de controle vizinho jque sao inserido com o objetivo
de se levar em consideracao a influéncia pela distancia deste ultimo na obtencéo da
solucéo.

Com relacdo a reconstrucédo dos volumes de controle da fronteira, € necessério
um tratamento especial para levar em consideracéo o tipo de condi¢ao de fronteira, as
quais, no presente trabalho, podem ser Dirichlet ou Neumann.

Para garantir que a ordem do método seja preservada no contorno, sao
adicionadas restricdes adicionais na formacao do sistema, ja que os tridngulos da
fronteira possuem apenas um ou dois vizinhos no esténcil da reconstrucdo de
segunda ordem, porém, o numero de vizinhos vai depender da ordem desejada para a
reconstrucdo. Tais adigcdes sdo equacgdes aplicadas nos pontos de Gauss da fronteira.
Esses pontos, nada mais sdo que, as coordenadas dos pontos médios dos lados de
cada triangulo na fronteira quando se trata de uma reconstru¢ao de segunda ordem,
porém, o numero de pontos vai depender da ordem desejada para a reconstru¢do. Os
sistemas obtidos para os volumes de controle posicionados nas fronteiras tanto sob
condicao de Dirichlet quanto de Neumann sao apresentados a seguir:
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Dirichlet Neumann

1 X; Vi & (of 1 X; Vi & bi

1 Axg Ay.g — d)g 0 (nx)g (nx)g ¢ _ (V¢ ﬁ)g
Wiq wi1fi1 wil?il ¢x wu(@ Wiy wufn U—‘u?m d); B w14
Wiz WixXjz Wiz2Vi2 Wiz, Wiz WixXj; Wiz2Yi2 Wir P

Nos sistemas lineares sobredeterminados apresentados acima tem-se que
Axg = x5 — xi, Dyg =Yg — Vi Tig = (Mx,My), (coordenadas da normal em relacéao
aos ponto de Gauss na fronteira) Vg = (Px(Xg,¥g), Py (Xg,¥g)) sendo (x4, ¥4) 0
ponto de Gauss na face da fronteira. Os pontos de Gauss no caso da reconstrugcéo de
segunda ordem sdo os pontos médios da respectiva face do volume de controle que
esta na fronteira.

Objetivando-se a obtencdo de aproximagdes com alto grau de precisao,
no sentido dos minimos quadrados, foram utilizadas, na resolugcao de todos os
sistemas sobredeterminados supracitados, transformag¢des de Householder. Tais
transformacgdes, conforme consta na teoria apresentada por Leon (2000), sédo baseadas
em transformacdes ortogonais, os quais séo bastante estaveis com relagdo aos erros
de arredondamento do computador.

31 RESOLUGCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO

Para a resolucdo sera considerada a equacao da difusédo com termo fonte
estacionaria, a qual é dada por:
-V (kVe) = f (10)
A Eq. (10) é dependente apenas das variaveis x € y e ndo varia com o tempo.

Desse modo, se é adicionado ¢; no primeiro membro da equagéo a relagdo de
igualdade é mantida, ja que ¢: é zero.

29 _
A CORTN

Realizando-se a integracao do termo transiente, o fluxo difusivo e o termo fonte
da Eqg. (11), em cada VC do dominio discretizado () segue que:

ﬂ— dQ + ﬂ[—v- (kV)] dQ = fffdﬂ
Q Q (12

Com a aplicacdo do teorema de Gauss sobre a Eq. (12) tem-se:

ﬂ— 4o + jli[ V- (V)] - ds = f fdo
@ (13)
O termo transiente da Eq. (13) pode ser aproximado considerando o seu valor
médio no volume de controle. Denotando por 4a a area do dominio Q segue que
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35
BQ: Ag + %[—V-(KVQ‘))]-nds: f fda

a0 Q (14)

Realizando a discretizacdo do termo temporal por diferencas progressivas,

chega-se a:
Tn+l _ Fn
%An-l- ff[—v-(mb)]-nds: f £ do
an Lo} (15)
¢l = " — -V (kV®)]-nds — [| fdQ
sl g f
IF TF (16)

com k=1,2,..,np, sendo NP o nimero de estagios e Xk os pardmetros do
método de Runge-Kutta (Runge-Kutta time-stepping scheme segundo Haelterman et
al. (2009)) que foi utilizado.

Percebe-se que, no desenvolvimento, a derivada de ¢ em relacdo ao tempo
acrescentada tem uma funcao auxiliar no processo de obtencao da solu¢ao numérica.
Foi acrescentada com a finalidade de se montar um processo de integracéo temporal.
O método de Runge-Kutta multiestadgio € um método de evolugdo temporal. Assim
sendo, por ser um problema pseudotransiente, a integracdo temporal devera ser
realizada até atingir um estado estacionario. Dessa forma, a partir de uma solucéo
inicial, a solugao ira evoluir no tempo, e em cada iteragdao do processo de integracéo
temporal, a solugdo sera reconstruida com as aproximagdes nodais obtidas em cada
volume de controle. Essas reconstrucdes, que s&o polinbmios, s&o entao utilizadas para
calcular as integrais dos fluxos. Os passos sao realizados até que, como comentado
anteriormente, a solucéo fique estacionaria em cada volume de controle.

Os parametros @) que aparecem na Eq. (16) sado calibrados de acordo com
0 problema, e na literatura podem ser encontrados diversos valores para esses
parametros. No presente trabalho optou-se pela utilizacdo do método de Runge-Kutta
com 5 estagios e, baseado nisso, foram utilizados os parametros propostos por Ollivier-
Gooch (1995), os quais sao dados por

1 7 2 1

0.'4258 055:1

O termo IF é a integral dos fluxos difusivos, e envolve o célculo de uma integral
de linha em torno do volume de controle. O contorno de um dado VC faz comunicacgéao,
tem interseccé&o, com outros volumes de controle. Assim sendo, dado um volume de
controle | que tem uma face em comum com um volume de controle J, para calcular
a integral na face AB, conforme mostrado na Fig. 2, sdo realizadas as seguintes
consideragoes:
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Figura 2. Representagéo da face AB que € comum aos volumes de controle | e J.

+ Pontos de Gauss: A ordem do polinémio de reconstrucéo determina o nume-
ro e a localizagdo dos pontos de Gauss nas faces dos volumes de controle.
As derivadas dos polinémios (que sao as aproximagdes dos fluxos) séo ava-
liadas nesses pontos localizados sobre a face AB ao se realizar o calculo da
integral de contorno.

+ Fluxos difusivos: Os fluxos difusivos nos pontos de Gauss da face AB sao
calculados tomando as médias ponderadas pelas areas dos volumes de
controle @1 € @; em cada ponto de Gauss. No caso do presente trabalho,
que aborda o MRAOMQ de segunda ordem, foi utilizado um unico ponto de
Gauss em cada face do VC para calculo dos fluxos das integrais de contor-
no.

« Termo fonte: para o calculo do termo fonte foram utilizados os valores para
0s pontos e pesos de Gauss propostos por Dunavant visando a obtencao de
uma aproximacao de ordem 7.

Para calcular o termo IF da Eq. (16) utiliza-se, para o caso da reconstru¢ao de
segunda ordem, a seguinte formula:

3
_ o O R, J@)|.,®
IF = Z[—K(xg 'Y )V(;bm(xg 'Yy )] ng
i=1 (17)
onde
. (xg),yg)) séo os pontos de Gauss em uma dada face AB que esta na
intersec¢do de um volume de controle | com outro J.

c Ng = (nx; le) sdo as componentes das normais nos pntos de Gauss.

‘ Vd);?l(xg),yg)) é a média do gradiente na face que, tomando por AVC a

area do volume de controle, € dada por:

03T P OIVC + 9GPy 0y AVE,

RO (DY — ri(
Vo (xgy,") = AVC,+AVC, (18)
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4| TESTES COMPUTACIONAIS

Para a exemplificacdo do método e de seu comportamento quando utilizado
na resolugcado da equacao da difusao sdo apresentados alguns resultados visando
explorar diferentes parametros. Os testes realizados visam mostrar o comportamento
da técnica em uma situacao onde apenas uma fronteira esta sob condicéo de Dirichlet
com as demais sob condicdo de Neumann e outra situagéo onde se utiliza uma fungéo
teste com alta variagéo ao longo de um dominio com geometria mais complexa.

4.1 Teste 1

Na primeira situagéo foi utilizada uma geometria com um nivel de complexidade
nao tao alto. O foco desse teste é mostrar a reagcdo do método a presenca da maioria
das fronteiras sob condicdo de Neumann, para isso apenas a base foi submetida a
condicao de Dirichlet, com as demais fronteiras sob condicdo de Neumann. A funcao
teste utilizada foi ¢ = 100e™sen(mx) e o coeficiente de difusdo a = 0,01.

060 120

I I
100

040

020

|
060 1.00

000

Al
040 0

0.00 0.20 60

Figura 3. Grafico da solugdo gerada no teste 1.

2.2 Teste 2

No segundo teste realizado a reconstrucdo foi realizada sobre uma geometria
complexa com uma funcéo teste que possui alta variacdo ao longo do dominio. O
objetivo deste teste & demonstrar como o método se comporta em uma situacéo na
qgual a geometria ndo € simples como a demonstrada anteriormente. A fungéo utilizada
foi ¢ = sen(mx)sen(my) e todos os lados da geometria se encontram sob condigao
de fronteira de Dirichlet.
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Figura 4. Grafico da solucao gerada no teste 2.

51 VERIFICACAO COMPUTACIONAL

A verificagdo computacional € uma etapa que deve estar presente em projetos
de resolucao numérica, pois é nesta etapa que torna-se possivel verificar se a solugao
aproximada pela técnica utilizada esta retornando resultados com a ordem de precisao
declarada pela teoria do método.

A metodologia utilizada no presente trabalho para a realizacdo desta etapa
foi adotada por Van Altena (1999) e se baseia na analise dos fluxos difusivos que
aparecem na equacao da difusdo, onde R corresponde ao que chama-se de residuo e
Q é o dominio sobre o qual realiza-se a integracao

R= [[1=7-0wg) - f10

Q (19)

considerando o comportamento dos dois tipos de condi¢des de fronteira tratados
(Dirichlet e Neumann). Nesse processo, uma sequéncia de integrais sédo calculadas,
utilizando polinémios de reconstrucéo, sobre malhas nao-estruturadas que aumentam
sucessivamente o refinamento.

Apos o calculo do residuo, através da Eq. (19) é construido um grafico log(numero
de volumes de controle) X /og(erro), onde o erro é obtido pelo calculo da norma L, que
é dada pela Eq. (20), sendo n o nimero de volume de controles e 4; corresponde a
area do volume de controle i.
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zz‘;lA;-Rfr
(20)

L, =
’ ?zlAi

Logo ap6s a determinagao do erro em malhas progressivamente refinadas sobre
o dominio sdo geradas tabelas com os dados obtidos, 0os quais s&o apresentados na

Tab. (1) para o teste 1 e na Tab. (2) para o teste 2.

n L, log(n) log(L2)
37 8,62075e+00 3,61092 2,15417
148 2,15947e+00 4,99721 0,76986
592 5,39860e-01 6,38351 -0,61644
2368 1,34922e-01 7,76980 -2,00306
9472 3,37249e-02 9,15610 -3,38952

Tabela 1. Tabela dos dados utilizados na verificagdo computacional com a funcéo teste f.b =

100e™sen(mx) relativa ao teste 1 da secdo anterior.

n L, log(n) log(L2)
1604 2,47837e-01 7,38026 -1,39498
6416 6,31510e-02 8,76655 -2,76223

25664 1,58606e-02 10,15284 -4,14392
102656 3,96944e-03 11,53914 -5,52913
410624 9,92593e-04 12,92543 -6,91519

Tabela 2. Tabela dos dados utilizados na verificagdo computacional com a fun¢ao teste ¢y =
sen(mx)sen(my) relativa ao teste 2 da se¢éo anterior.

De posse dos dados é possivel a geracao do gréfico citado anteriormente. Os

graficos para os dois testes sdo apresentados nas Figs. (5) e (6) para os casos 1 e 2,
respectivamente.
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porﬂoslda tabela O
-0.9998092x+5.76529

log (L2)
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log (n)

Figura 5. Grafico construido com os dados da Tab. (1) para mostrar a taxa de convergéncia do
método.

pon;os databela O
-0.995987x+5.96302

log (L2)

7 i i i i i
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log (n)

Figura 6. Grafico construido com os dados da Tab. (2) para mostrar a taxa de convergéncia do
método.

Nos graficos mostrados na Fig. (5) e na Fig. (6) as retas apresentadas foram
obtidas por meio da regresséo linear dos pontos apresentados na Tab. (1) e na Tab. (2),

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 2



respectivamente. A legenda de tais retas apresenta a equacéo geradora das mesmas,
tornando possivel observar que para o teste 1 o coeficiente de inclinagdo da reta é
—-0,999809, j4 para a segunda situacao esse parametro assume o valor de —-0,995987.

O coeficiente angular de ambas as retas de ajuste é negativo e o dobro de seu
valor, em modulo, ira fornecer a ordem de precisao do método, conforme apresentado
por Van Altena (1999). Realizando-se tais opera¢cdes com o valor apresentado no
primeiro grafico, que corresponde ao teste 1 apresentado na secéo anterior, obtém-
se 1,999618, ja para o segundo, que corresponde ao teste 1 apresentado na secéao
anterior, o valor calculado € 1,991974, verificando assim que, conforme pretendido, o
método utilizado na resolucao é de segunda ordem para ambos o0s teste apresentados,
gue envolvem diferentes tipos de condicdes de contorno.

6 | CONCLUSOES

O presente trabalho aplica a técnica de Reconstrucao de Alta Ordem via Minimos
Quadrados a resolugcao da equacao da difusdo em geometrias com diferentes niveis
de complexidade e diferentes combinac¢des de condicbes de contorno. Tais situacoes
foram verificadas e, conforme mostrado anteriormente, atingiram os resultados
almejados. Apesar de ter demonstrado a resolucéo de uma EDP relativamente simples
€ possivel observar que o0 MRAOMQ é uma ferramenta que pode ser utilizada para
lidar com outras EDP de interesse na area de mecanica dos fluidos e diversas outras
areas da engenharia pela acuracia nos resultados e a flexibilidade quanto a diversas
geometrias. Na sequéncia do trabalho a equacao da adveccéao-difusao foi resolvida
utilizando o mesmo método demonstrado no presente trabalho, exigindo um tratamento
a mais para o termo advectivo. A solucdo da EDP da advecgado-difusdo também
apresentou bons resultados em dominios com diferentes niveis de complexidade e
diferentes composi¢des de condigdes de contorno. Frente os resultados obtidos pode-
se concluir que o MRAOMQ é um método robusto e capaz de ser aplicado em diversos
problemas de engenharia de diferentes areas.
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RESUMO: Este trabalho apresenta um estudo
na comparacgao unidimensional e bidimensional
entre dois métodos numéricos, guia de ondas
digitais e diferencas finitas, para simulagdo do
campo sonoro de salas, de modo a representar
os fendbmenos basicos de interacdo das ondas
e seus efeitos na superficie das paredes. Na
modelagem, adota-se uma fonte sonora como
uma excitacdo impulsiva de meio periodo
senoidal e amplitude unitéria, localizada na
regiao central, para estudo da propagacao
da onda 1D e 2D. Os parametros utilizados
para a comparacdo foram velocidade de
propagacao (), frequéncia de simulagao
(, e ), tempo de simulacédo (). Dentre as
ferramentas empregadas, utiliza-se o programa
computacional MATLAB 8.5 (R2015a).

Os resultados obtidos pelos métodos no estudo
1D mostraram-se satisfatérios para todas as
frequéncias simuladas, de modo a destacar o
fator estabilidade, baixo custo computacional
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FREQUENCIAS

(abaixo de ) e pouca diferenga entre os métodos
na comparagao do custo computacional. Ha
equivaléncia para o caso bidimensional nas
iteracdes iniciais, onde o numero de reflexdes
nos obstaculos é baixo, porém com o aumento,
observa-se
dispersdes de erro. Nota-se que o desempenho

divergéncia e aumento das
do custo computacional aumenta a medida que
ocorre aumento da frequéncia de simulacao,
aliado ao aumento dos erros por dispersao.
PALAVRAS-CHAVE: Equacao da onda, Guia
de ondas digitais, Diferencas finitas.

ABSTRACT: This
unidimensional and two -

work  presents a
dimensional
comparison between two numerical methods,
digital waveguide and finite differences, to
simulate the sound field of rooms, in order to
represent the basic wave interaction phenomena
and their effects on the surface of the walls. In
the modeling, a sound source is adopted as a
impulsive half-period impulse excitation and
unit amplitude, located in the central region,
to study the propagation of wave 1D and 2D.
The parameters used for the comparison were
propagation velocity (341 m / s), simulation
frequency ((,, €), simulation time (0.3 s). Among
the tools used, the computer program MATLAB
8.5 (R2015a) is used.
The results obtained by the methods in the 1D
study were satisfactory for all the simulated
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frequencies, in order to highlight the stability factor, low computational cost (less than
10 s) and little difference between the methods in the comparison of the computational
cost. There is equivalence for the two-dimensional case in the initial iterations, where
the number of reflections in the obstacles is low, but with the increase, we observe
divergence and increase of the error dispersions. It is noted that the computational
cost performance increases as the simulation frequency increases, together with the
increase of the dispersion errors.

KEYWORDS: Wave Equation, Digital Wave Guide, Finite Differences.

11 INTRODUCAO

A acustica é a ciéncia que estuda os sons e/ou ruidos e sua propagacédo em
diferentes meios (liquido, s6lido ou gasoso), bem como sua interacdo com o homem. O
som pode ser definido de dois tipos, fisicamente, € a vibragdo mecéanica ou movimento
oscilatorio de um meio elastico, através do qual a energia é transferida para fora da
fonte mediante ondas sonoras progressivas; genericamente, pode ser definido como
uma variagao de pressao que gera uma excitagcao do mecanismo auditivo, resultando
na percepcao do som (Silva, 1971).

Ao se propagarem, as ondas sonoras podem encontrar obstaculos, os quais podem
ser compreendidos como superficies geométricas solidas, como barreiras, paredes
e anteparo. Nesse sentido, parte do som sofre reflexao, absor¢cado e transmissao.
Tais fenbmenos dependem significativamente das caracteristicas fisicas desses
obstaculos (Ferreira, 2010), que, por sua vez, conectam a impedéancia acustica, devido
a sua primordial importancia para a caracterizacdo da onda em diferentes meios de
propagacao.

Atualmente, uma grande dificuldade da engenharia é apresentar para a sociedade
melhorias na qualidade de vida baseado nos conhecimentos existentes. Tratando-se
de qualidade acustica de ambientes, é importante que os métodos de modelagem
acustica empregados possibilitem uma leitura fiel dos sinais acusticos captados por
cada receptor (Moura,2005). Esta modelagem é classificada em analitica, experimental
e numérica. A modelagem de forma analitica apresenta elevada confiabilidade,
entretanto, possui elevadas restricoes quanto a geometria e fend6menos fisicos. A
modelagem experimental apresenta ampla aplicacdo e abrangéncia, no entanto
exige custos elevados devido a necessidade de equipamentos para instrumentacao,
além de n&o se tratar de um tipo previsional de modelagem. A modelagem numérica,
mesmo tendo necessidade de um computador para as simulagdes, possui grande
possibilidade de estudos com geometrias variadas e a qualidade previsional.

Dentre as ferramentas numéricas a serem utilizadas, segundo Courant et
al. (1928) e Silva (2013), a mais classica delas € o método das diferencas finitas
(Finite Difference Method - FDM). Tal método é adotado de maneira preferencial
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para pequenos espacos fechados em baixas frequéncias, devido ao elevado custo
computacional requerido (Moura,2005). A preciséo dele € dependente da aproximagao
dos operadores de diferencas finitas utilizados e da discretizacdo da malha. Quanto
maior o refinamento da malha maior sua precisao, entretanto maior a dimenséo do
problema a ser resolvido.

O FDM foi utilizado por SILVA NETO (2004), na modelagem acustica de
metodologias de processamento e imageamento sismico, em modelos com estrutura
geoldgica complexa. Denota-se que o FDM de alta ordem permite a discretizacéo
em malhas mais esparsas que em baixa ordem, além de que na primeira ocorra sem
dispersao numérica, 0 que nédo acontece em esquemas na segunda condi¢ao.

De acordo com Gerges (2000), o elemento da malha de FDM deve ser, entre e
vezes menor que o comprimento de onda, para obtencdo de resultados confiaveis.
Isso significa que para médias ou altas frequéncias o elemento deve ser bastante
pequeno, consequentemente maiores matrizes a serem resolvidas.Com matrizes
maiores, é possivel superar a capacidade de armazenamento da memoria RAM.

A outra técnica empregada foi o0 método de guias digitais de ondas ou (Digital
Wave Guide - DWG). Tal ferramenta de modelagem é considerada simples devido a
operacao em regime unidirecional das guias digitais de ondas, ponto a ponto, ao longo
de todo o espago analisado.

A DWG foi utilizada por Moura (2005) no estudo da equagao da onda em campo
livre. Expbem-se que ha boa correlagao entre os valores obtidos em funcéo da direcéo
de propagagao com o tipo de malha analisado, denominado erro de dispersao. Por sua
vez, Boaventura (2009), discute a modelagem de salas, na qual a autora apresentou
diversas situagdes da técnica na presenca ou auséncia de barreiras, ilustrando que
a ferramenta permite observar o efeito da difracdo. Ainda, a autora analisou o uso da
DWG para auralizacdo de salas, a qual mostrou-se promissora.

Neste contexto, o trabalho apresenta a comparacdao unidimensional e
bidimensional entre dois métodos numéricos para simulacdo do campo sonoro de
salas, de modo a representar os fendmenos basicos de interacdo das ondas e seus
efeitos na superficie das paredes. Para tanto, sugere-se analisar comparativamente as
metodologias para a mesma resolugcao temporal, e comparar o tempo de simulacéo,
devido a importancia da caracteristica custo computacional envolvida as técnicas
numéricas. Na modelagem, adota-se uma fonte sonora como uma excitagdo de
um impulso com meio periodo senoidal de amplitude unitéria, localizada na regiéo
central, para estudo da propagacéao da onda 1D e 2D. Os parametros utilizados para
a comparacao foram velocidade de propagacao (341m/s), frequéncia de simulagéo
(8kHz, 10kHz, 12kHz e 14kHz), tempo de simulacéo (0,3 s).
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FUNDAMENTAGCAO TEORICA

As guias digitais de ondas sdo elementos lineares bidirecionais, construidos de
forma a representar a solugcéo de d’Alembert para a equacéo da onda (Moura,2005). Ja
as malhas de guias digitais de ondas, segundo Saviola et al (1995), sdo uma matriz de
pontos discretamente espac¢ados por guias digitais de ondas unidimensionais, sendo
estas, arranjadas ao longo de dimensdes perpendiculares, tendo assim, nos ou juntas
de dispersao posicionados nas regides de interconexéo, conforme Fig. 1.

[ —— ] —— ]
ANTERIOR ATUAL POSTERIOR
[—— _

Figura 1 — Desenho esquematico do posicionamento dos nos no caso 1D (as caixas
representam os noés)

Considerando o meio homogéneo, as guias de ondas digitais possuem um mesmo
valor de impedancia em toda a vizinhanca dos nés (juntas de disperséo). Segundo
Moura (2005), o método DWG é constituido de elementos lineares bidirecionais com
carater unitario, tem-se que os valores de entrada em uma junta atual, em um instante
zz, 580 0s mesmos valores de saida das juntas vizinhas, em um instante imediatamente
anterior,zz - 1. Desta forma tem-se as Egs. (1) a (4).

J

ANTERIOR ATUAL ; POSTERIOR
‘ [——3

T 1

INFERIOR

Figura 2 — Junta de dispersao para método DWG (as caixas representam os nés)

A Fig. 2 representa a estrutura da malha bidimensional completa, de modo a ter
todos os elementos para a situagéo bidimensional.
PSuperior(zz) — Plnferior (ZZ _ 1)

atual superior (1)

Posterior _ pAnterior _
Patua! (ZZ) - Pposterior(zz 1) @)

Inferior __ pSuperior
Patual (zz) = P;nferior (zz—1)

©)

Anterior — pPosterior _
Patual " (22) = Panterior (22— 1) (4)
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A malha bidimensional de guias digitais de ondas pode ser simulada por malha
quadrada (SDWG) ou triangular (TDWG). A malha SDWG tem-se a sobreposicéo de
guias regularmente espacadas e formagcao de angulos retos entre elas (DUYNE e
SMITHIII,2003), conforme Fig. 3. Ja a malha TDWG, segundo Boaventura (2009),
trata-se de uma tentativa de aprimoramento da malha SDWG, visto que ha a adi¢ao

de mais direcOes de propagacéo da onda. Para analise bidimensional, optou-se pela

1i+1,jj
(SUPERIOR)

i jj-1 i i jj+1

malha SDWG.

(ANTERIOR) (ATUAL) (POSTERIOR)

-1,
(INFERIOR)

Figura 3 — Desenho esquematico do posicionamento dos nds na malha SDWG (as caixas
representam a malha)

O método DWG unidimensional apresenta discretizacées temporal (dt) e
espacial (dX) conforme as Eq. (5) e (6). Onde fs éa frequéncia de simulacéo, C
€ a velocidade de propagacéo do som no ar e N representa 0 numero de dimensodes
espaciais, ou seja, o numero de dimensbes de guias das ondas que se cruzam em
cada junta (Saviola et al, 1996).

it = 2
fs
cVN
dx = —
fs g

O método DWG bidimensional apresenta discretizacdes temporal (dt) semelhante
a Eq. (5) e espacial no eixo das abcissas (dx) e das ordenadas (dY) conforme a Eq.
(8), entretanto N é igual a , devido as dire¢cbes da disposicao dos nés na malha SDWG.

Nos nés e nas condi¢des de contorno do método DWG, tanto para 1D como 2D,
ha a necessidade de conexao das juntas. Tais conexdes possuem influéncias das
impedéncias, pressdo da onda incidente e refletida. Para 1D, a equagéo final é a Eq.
(7) e para 2D é a Eq. (8). Tem-se que indices ii e jj s&o posi¢des no eixo das abcissas
e ordenadas, respectivamente, para o vetor de pressédo sonora, zz refere-ao intervalo
de tempo, e os termos R referem-se as impedancias caracteristica.

zZZ __ zz—1 zZ—1
Pii - Rante X Pii—l + Rposte X Pii+1 - (Rante + Rposte
—1) xPf*?
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Pi%,zjj = Rante X Pizi,zjill + Rposte X Pl%ff}-ll-l + Rinfe X PE?Z—I,ljj
+Rsupe X Plfi_lﬁj - (Rante + Rposte + Rinfe +Rsupe
—1) XPii,jjzz — 2 (8)

Na Eg. (7), nota-se que o termo de interesse € o somatério de parcelas das
pressdes anterior (ii - 2) e posterior (ii + 2) defasadas no tempo (zz - 1) e subtraidas
de um terceiro termo, para evitar repetices devido ao efeito da reflexdo, conforme a
Fig. 1.

Na Eq. (8), nota-se que a estrutura é semelhante ao caso unidimensional,
entretanto tem-se o somatorio das parcelas das pressdes anterior (i, jj - 2), posterior
(i, jj + 1), inferior (ii - 1, jj ) e superior (ii + 1, jj ) defasadas no instante de tempo
(zz — 1), e o efeito de correcdo da reflexdo é representado pela subtragdo no ultimo
termo, conforme a Fig.3.

Segundo Boaventura (2009), a caracterizacdo do movimento da onda sonora e
as iterac6es com os obstaculos estao intimamente ligadas as impedancias acusticas
especifica do meio (2). A impedancia especifica do meio esta fisicamente relacionada
ao produto entre velocidade de propagacédo de onda no meio inserido e a densidade
do fluido. Para Moura (2005), a impedancia acustica € uma grandeza utilizada para
caracterizar o meio de propagagdo de modo a relacionar as variaveis de forca,
velocidade e pressao, referentes ao movimento de ondas acusticas em sistema fisico
qualquer. Verifica-se a associacao, desta forma, no caso unidimensional a influéncia de
pressdes acusticas das ondas anteriores e posteriores. Ja para o caso bidimensional,
tem-se a influéncia das pressdes similares as anteriores com acréscimo das pressoes
superiores e inferiores.

Através de manipulacbes matematicas, as impedancias caracteristicas nos
nés adjacentes sdo dadas pela Eq. (9). Nota-se que termo Z refere-se a impedancia
especifica do n6 adjacente,Zp refere-se a impedéncia especifica do n6 analisado e o
ultimo termo do denominador da equacgao representa o somatério das impedancias
especificas adjacentes com excecao do referente ao oposto do analisado

_ (2 X ZI)
' (Zp + Efgl Zl) (9)

O método FDM unidimensional apresenta discretizacdes espacial (dx) e

temporal (dt) conforme as Eq. (10) e (11). Destaca-se que a €  sdo constantes que
dependem da ordem da aproximac¢do usadas no calculo das derivadas espaciais e
temporais na discretizacédo da equacgao da onda, e ¢ é a velocidade de propagacéo da

onda no ar.
p c
X =—
@xfs) )
dt = dx
(B xc) (11)
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Dada a equacao da onda em meio acustico, no modelamento FDM a ideia central
€ substituir a equacéao diferencial por uma equacao que envolva somente diferencas
e quocientes finitos, onde nao envolva valores infinitamente grandes ou pequenos.
Por meio da série de Taylor, em conjunto com truncamentos e aproximacgdes para
as derivadas segundas, tem-se as Eq. (12) para o caso unidimensional e (13) para
bidimensional. Os termos al € b1 das Eq. (12) e (13) podem ser definidos pelas
Eq. (14) e (15). Opta-se por utilizar a variacdo espacial das abcissas igual a variagao
espacial das ordenadas no caso bidimensional.

pzz=l = — (%) {al x [Pfiz + P, —16 X (PiZ, + P;ﬁl)]}

- +30 X P#
+2 x PF — pzZt

(12)
4 bl x Pi%i—s + Pifjsas — 16 X (Pif,z'jq + Pifﬁ'jn) 2
+30 x PZZ;
x Pi%; — PaGt (13)
1 (c X dt)z
al =
dx (14)
cxdt
bl = ( 2
dy (15)

METODOLOGIA

Esta subdivisdo apresenta as metodologias utilizadas para a construcéo
das modelagens, bem como os detalhes de cada ferramenta numérica. Dentre as
ferramentas empregadas, aplica-se a analise unidimensional (1D) e a bidimensional
(2D) para atingir os objetivos de interesse, utiliza-se o programa computacional MATLAB
8.5 (R2015a) para a implementacédo do método DWG e FDM em um computador Intel
Core i5-2410M, 6GB RAM, 640GB HDD.

Tanto para as analises unidimensionais como bidimensionais, adota-se a fonte
sonora como uma excitacdo de um impulso senoidal de amplitude unitaria, conforme
a Eq. (16).

P=1Xxsen(2Xmn X faXta) 16)

Onde ta é o vetor de tempo correspondente a meio periodo da onda, com
incremento temporal igual a dt, representando um impulso na configuragcao de meio
seno e fa representa a frequéncia de excitagdo. Assim, para uma frequéncia de
excitacdo de 250 Hz o vetor de tempo possui valor final igual a 0,002 s. Na Fig. 4
apresenta a fonte de excitagdo ao longo do tempo.
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Figura 4 — Fonte impulso senoidal com amplitude unitaria (1D)

No caso 1D, para ambos os métodos, considerou-se que o espaco de simulagcao
éigual a 10 m, onde a fonte de excitac&o é posicionada no né central, isto €, a 5 mdas
paredes. No projeto, frequéncia de simulacao foi variadaem 2 kHzde 8 kHza 14 kHz e
o tempo de simulagdo em 0,3 s é escolhida para a analise comparativa As frequéncias
de simulacao escolhidas permitem a anélise comparativa entre os métodos numéricos
para os mesmos parametros de resolucao temporal e resolugcéo espacial — visto que
esses parametros no FDM dependem das constantes « € 3. Ademais, permite melhor
visualizacdo para anélise de reflexdo das ondas sonoras, recomendada de no minimo
vezes maior que a frequéncia de excitagcdo conforme mencionado por Moura (2005).

Ja para o caso 2D, para ambos os métodos, considerou-se que tanto no eixo das
abcissas como das ordenadas do plano de simulagéo, o comprimento é de 10 m, cuja
a fonte, também, é posicionada no n6 central de ambas as dire¢cdes, conforme Fig. 5.
Na Fig. 6 nota-se a fonte impulso com amplitude unitaria no ambiente de simulacéo
bidimensional (sala). O tempo de simulacao, frequéncias de excitacdo e frequéncias
de simulacéo séo semelhantes aos da situagao 1D.
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Figura 5 — Ambiente de simulagao bidimensional com cotas e posicionamento da fonte indicado
pela seta
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Figura 6 — Fonte impulso senoidal com amplitude unitaria (2D)

RESULTADOS E DISCUSSAO

Foram gerados graficos de ambas solu¢gdes numéricas, de modo a optar
para as condi¢gdes unidimensional e bidimensional a analise comparativa dada ao
longo do tempo do no, que corresponde a posicao central das dimensdes. No caso
unidimensional, a posi¢cao escolhida foi a posicdo média do dominio, assim como no
caso bidimensional.

A Fig.7 e Fig.8 apresentam a comparacdao dos métodos DWG e FDM
unidimensional com as mesmas condi¢cdes de amostragem e parametros (tempo de
excitacao da fonte, tempo final de simulacéo, frequéncia caracteristica, frequéncia de
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simulagdo, variagcdo espacial no eixo das abcissas, amplitude da onda e condi¢do
inicial de pressao).

Método de diferengas finitas 1D
25 T T 1 T T

e 8,48 kHz
= = = 10,60 kHz

Presséo aclstica[Pa]
o

[ 0.0 01 0.15 02 0.25 03
Tls]

Figura 7 — Comparacgéo por sobreposicédo do método Waveguide (1D)

Método de ondas guias digitais 1D
T

2 T T T T

s
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Presséo acustica[Pa]
o

)
o
T

T
I IR R B S L R e

o 0.05 01 0.15 02 025 03
Tempo [s]

Figura 8 — Comparagéo por sobreposi¢cédo do método Diferengas Finitas (1D)

Nas Fig. 7 e Fig.8, nota-se que o intervalo de tempo para a onda retornar a posicao
inicial (posicéo central), corresponde a distancia de 10 m menos 5 m se propagando
até a parede e mais 5 m devido a reflexdo com a parede. Devido a velocidade de
propagacao da onda no ar, 341 m/s, espera-se um intervalo de tempo igual a 0,0292
S para a onda percorrer a distancia de 10 m. De fato, observa-se que proximo a 0,03 s
hé a ocorréncia da onda gerada retornando ao ponto de excitagédo. Tal evento, também
€ observado nos demais instantes de tempo, multiplos de 0,03 s, que correspondem
a distancias percorridas iguais a 20 e 30 m. Deste modo, as modelagens 1D para a
DWG e FDM possuem concordancia com a propagacao e reflexao de ondas.

As Fig. 9 e 10 apresentam a comparacao dos métodos DWG e FDM bidimensional.
Para as mesmas condi¢cdes de amostragem e parametro (tempo de excitacéo da fonte,
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tempo final de simulagao, frequéncia caracteristica, frequéncia de simulagao, variacao
espacial no eixo das abcissas, amplitude da onda, condigcéo inicial de presséo), é
possivel comprovar um mesmo comportamento da onda.

Nota-se nas Fig.9 e 10, que o intervalo de tempo para a onda retornar a posicao
inicial (posicao central), corresponde a distancia de 10 m menos 5 m se propagando
até a parede e 5 mdevido a reflexdo com as paredes no caso 2D. Devido a velocidade
de propagacéo da onda no ar, 341 m/s, espera-se um intervalo de tempo igual a 0,028
S para a onda percorrer a distancia de 10 m. De fato, observa-se que préximo a 0,03
s ha a ocorréncia da onda gerada retornando ao ponto de excitacdo. Deste modo,
as modelagens 2D para a DWG e FDM possuem concordancia com a propagacao e
reflexdo de ondas.

Nas simulagdes unidimensional e bidimensional para tempo de simulagéo de 0,1
S nao houveram problemas de defasagem do sinal. Logo, acredita-se que o erro é
devido as condi¢des de contorno que representam as paredes. Isto é, o FDM e DWG
conseguem representar bem o efeito da reflexdo em 1D e 2D, conforme Fig. 7, Fig. 8,
Fig. 9, Fig. 10.

Método de ondas guias digitais 2D
T

1 T T T T

—— B8k
= = =1080KkHz

1 e 14,14 kHz ||

Press&o acuistica[Pa]

o 0.05 01 0.15 02 0.25 03
Tempo [s]

Figura 9 — Comparacgéao por sobreposicédo do método Waveguide (2D)

Método de diferengas finitas 2D
A T T T T T

e 8,48 Kz

08 e 14,14 kHz ||

0.8 =

04 -

Press#o actistica[Pa]

04
[ 0.05 041 0.15 02 0.25 03

Tempo [s]

Figura 10 — Comparagéo por sobreposicado do método Diferencas Finitas (2D)
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Nos tempos de simulagéo da Fig. 9 e 10, ha uma seta apresentando um instante
de tempo interessante, que expressa que o FDM tem mais energia que o DWG, além
do fato de que em um mesmo método ndo haver influéncia expressiva na pressao
sonora.

Devido ao elevado numero de reflexbes nas paredes e acumulos de erros
devido os métodos numéricos apds 0,1 s ambos os métodos apresentam divergéncia.
Conforme analisado na Fig. 9 e 10, a divergéncia existente nos métodos numéricos
comparados torna-se expressivo.

Nas simulagdes unidimensional e bidimensional para tempo de simulagao de
nao houveram problemas de defasagem do sinal. Logo, acredita-se que o erro €
devido as condi¢des de contorno que representam as paredes. Isto é, o FDM e DWG
conseguem representar bem o efeito da reflexdo em 1D e 2D, conforme Fig. 7, Fig. 8,
Fig. 9, Fig. 10.

Faz-se uso dos campos sonoro apresentado na Fig.11 na sala bidimensional
para o instante de 0,292 s para auxiliar a visualizacdo da analise comparativa entre
as duas técnicas. O tempo de 0,292 s representa o tempo indicado com uma seta nas
Fig. 9 e Fig.10.

Método de elementos finitos 2D - 0,292s Método de guia de ondas digitais 2D - 0,292s

Presséo sonora[Pa]
Pressdo sonoralFa]
L

Posigao [m] 0 o Posigéo [m] Posicao [m] 0 o Posigéo [m]

Figura 11— Visualizagéo dos métodos Waveguide e Diferencas Finitas (2D) em 0,292s

Na simulacdo 2D, Fig. 11, nota-se diferenca no comportamento das pressdes
acusticas quanto ao tempo e ao espaco. A diferenca existente tem como explicagao os
truncamentos e aproximacgdes para realizar o método FDM, além de considerar para o
método DWG cada n6 do ambiente.

Finalmente, tem-se nas Tab. 1 e Tab.2 os parametros relativos a média dos
tempos de 5 simulacbes para cada método em cada dimensao. Nota-se que para
0s métodos numéricos simulados em apenas uma dimensao, o FDM assemelha-se
ao DWG quanto ao custo computacional para todas as frequéncias simuladas. Tal
situacéo, entretanto, para o caso bidimensional, ndo se mantém. Para a situacao 2D,
verifica-se que o método FDM torna-se mais viavel, visto que o tempo de simulacéo é
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aproximadamente dez vezes menor comparado ao método DWG.

Unidimensional
8 kHz 10 kHz 12 kHz 14 kHz
FDM 4,05s 4,56 s 493 s 7,10s
DWG 2,11s 5,05s 531s 7,60 s

Tabela 1. Comparacéo de tempos de simulacdo unidirecional

Bidimensional
8 kHz 10 kHz 12 kHz 14 kHz
FDM 18,94 s 31,49s 44,55 s 88,90 s
DWG 137,1s 335,31s  407,54s 912,20 s

Tabela 2. Comparacéo de tempos de simulagéo bidimensional

Embora o método DWG apresente custo computacional elevado, devido
apresentar discretizacao por no, verifica-se a vantagem simulagdao de ambientes com
obstaculos internos. Tal fator torna-se inviavel para o método FDM, visto que trata-se
de uma modelagem apenas da equacgao da onda acustica, logo torna a modelagem
restrita a ambientes simples.

CONCLUSAO

Os resultados 1D e 2D se mostraram boas aproximag¢des para a resolucéo
da propagacao do campo acustico em uma sala, com os parametros de qualidade
acustica de ambiente.

Observou-se que o método de guia de ondas digitais em 1D apresentou-
se satisfatério conforme o desempenho quanto ao tempo de resposta (Tab. 1) e
estabilidade (Fig. 7) assim como ao método de diferencas finitas. Para a analise em
2D nota-se que ambos os métodos entregam simula¢des semelhantes, entretanto o
FDM torna-se mais recomendado para ambientes sem obstaculos devido ao menor
custo computacional. Ao considerar ambientes com obstaculos, embora apresente
elevado custo computacional, o DWG é mais satisfatorio.

Os trabalhos futuros estdo direcionados para a evolugdo do modelo matematico
dos métodos bidimensionais quanto a caracterizacdo dos meios livres, simulacéo de
fontes mais complexas, verificagcao do erro de dispersao, assim como a implementacao
do método de guias de ondas digitais com uso de malhas triangulares.
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CAPITULO 4
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EM PROBLEMA PURAMENTE ADVECTIVO
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RESUMO: Este trabalho aborda solugdao da
equacao de Burgers unidimensional e condi¢ao
de contorno periddica, para um escoamento
inviscido. O codigo desenvolvido é baseado no
método dos Volumes Finitos de 2% ordem, com
trés diferentes métodos de avanco temporal:
método de Euler, método de Runge-Kutta de
quarta ordem e o método de Lax-Friedrichs
todos explicitos no tempo. No presente
trabalho sdo analisados os erros gerados
pelas discretizagcbes, espacial e temporal. Os
resultados, qualitativos e quantitativos, sao
mostrados e discutidos, abrangendo a ordem
de convergéncia numérica para os trés métodos
de avancgo temporais e o custo computacional
de cada simulagao.

PALAVRAS-CHAVE: Método dos volumes
finitos, equacdo de  adveccédo-difuséo,
unidimensional, diferentes avangos temporais.

ABSTRACT: This present work approaches the
solution of Burgers equation, at one-dimension
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problem, using periodic boundary condition and
inviscid fluid. The numerical procedure is based
on a finite-volume method and second order
discretization, furthermore three different time
advances were implemented: Euler method,
Runge-Kutta fourth order method and Lax-
Friedrichs method, all of them explicit in time.
In the present paper, errors generated by space
and time discretization. The qualitative and
quantitative results are shown and discussed,
for different mesh, which allowed obtain
convergence numeric order to three different
advancement temporal and the computational
cost of each simulation.

KEYWORDS: finite volume method, advection
- diffusion equation, one-dimension, different
advancement temporal.

INTRODUCAO

Os problemas de engenharia podem ser
resolvidos de trés formas: experimentalmente,
numericamente e por solucbes analiticas. As
solugdes analiticas possuem a vantagem de
conceber resultados exatos, porém esse tipo de
resolucéo fica restrito a situagdes, modelagens
e geometrias muito simples, gerando assim
resultados totalmente de acordo com a
modelagem do problema, mas né&o retratando

o fenébmeno real modelado. A medida que
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a modelagem do problema se aproxima da situacéo real, e caso esta modele um
fenbmeno que aceite poucas simplificacdes, a obtencéo da solugdo analitica tende
a se tornar cada vez mais onerosa podendo até se tornar impossivel com métodos
matematicos conhecidos, isso é realidade se considerado fendbmenos turbulentos.

Uma outra alternativa para a solu¢ao de problemas de engenharia sdo os métodos
experimentais, estes apresentam uma grande vantagem que é a nao dependéncia
de modelos mateméaticos para que se obtenha resultados satisfatorios, ja que ha o
contato direto com o fenbmeno estudado ou um equivalente em laboratério, entretanto
a qualidade dos resultados obtidos estdo atrelada a qualidade dos equipamentos de
medicao, a correta concepcao do experimento e o correto processamento de dados.
Ha ainda a impossibilidade de conseguir a reproducéo adequado dos fendmenos em
laboratério (Patankar, 1980).

Finalmente, existem as solu¢gées numéricas. Elas conseguem gerar respostas
muito mais completas do que métodos experimentais e sdo capazes de resolver
modelos matematicos e/ou geometrias complexas ao contrario das solugdes analiticas,
mesmo que apresentem erros numeéricos inerentes as solu¢gées numeéricas. O uso de
técnicas numéricas para a solugao de problemas complexos de engenharia e da fisica
€ hoje uma

Simula¢des numéricas apresentam fundamentalmente dois tipos de erros: o erro
numeérico, associado a resolu¢cdo numérica das equacgdes diferenciais, e o erro fisico,
ligado as diferencas entre a resolugéo das equacdes diferenciais e o fendbmeno fisico
de interesse. A fim de se atestar que uma simulagao é satisfatéria faz se necessario,
verificacdo numérica e a validacéo fisica. A validagdo numérica atesta a qualidade do
método numérico e a fisica atesta 0 modelo matematico usado.

O método numérico tem a funcéo de transformar as equagdes diferenciais do
modelo matematico para equacdes algébricas que serdo definidas para particbes do
dominio, ao realizar o refinamento das malhas (elevar a quantidade de particdes do
dominio) as equacdes algébricas fornecem resultados mais precisos.

A formulacao no tempo das discretizacbes influenciar bastante na resolucao
numérica do modelo. Basicamente ha trés formulagdes mais utilizadas: a explicita,
a implicita e a de Crank-Nicolson (Semi-Implicita). Na formulacdo explicita os
valores das variaveis estdo explicitos no tempo, na formulacdo implicita os valores
de variaveis utilizados para os calculos estdo no tempo da frente, e na formulagéao
Crank-Nicolson os valores das variaveis séo obtidos pelas combinacées de ambas
formulagcdes supracitadas, i.e. esta € uma formulacdo hibrida que utilizas ambos os
valores, Fortuna, (2000) e Maliska, (1995).

TRABALHOS RELACIONADOS

Nascimento et al. (2011) apresentam uma analise comparativa entre dois
métodos numéricos: o0 método dos volumes finitos (MVF) e o método Pseudoespectral
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de Fourier (MPEFO), para solu¢ao da equacédo de equacéo da difusao térmica, com
solugcdo manufaturada, transiente, peridédica, unidimensional, com trés diferentes
incrementos temporais e quatro malhas diferentes. Neste trabalho os resultados levam
em conta o custo computacional e a ordem de convergéncia para uma condi¢ao inicial
de distribuicdo de temperatura continua

Rafael et al. (2012) mostram uma analise de erros para a equacao de advecgao-
difusdo utilizando o MVF. Uma analise a priori foi feita pela expanséo de Taylor e
uma estimativa dos erros de discretizacéo é feita, comparando os valores obtidos da
simulacdo com a solugao analitica.

Nascimento et al. (2014) relatam em seu trabalho uma comparacéo entre o
método dos Volumes Finitos e 0 método Pseudoespectral de Fourier para solu¢ao da
equacédo de equacéao de adveccgéao-difusdo, com solugdo manufaturada descontinua,
transiente, periddica, unidimensional. O artigo também aborda a influéncia da fronteira
imersa no MPEFO tanto na acuracia quanto na ordem de convergéncia numérica.

O presente trabalho empregou o MVF de 22 ordem, unidimensional com condicéo
de contorno periédica, para solucdo de uma equacéo analitica (Senoide). Os resultados
do presente trabalho abordam trés distintos métodos de avanco temporal: Método de
Euler (ME), Método de Lax-Friedrichs (MLF) e Método de Runge-Kutta de 4% ordem
(MRK4) e os erros sdo comparados.

PROBLEMA FiSICO

O problema fisico consiste no estudo da propagacdo de uma onda continua,
ou seja, uma funcéo senoidal, como apresentado na Figura 1, em um dominio cujo
comprimento possui valor de 2m [m].

A equacéo 1 apresenta a funcéo utilizada, em que u(x) é a velocidade do fluido
na direcao horizontal [m/s] e x € o comprimento do dominio [m],

u(x) = sin(x) )

1,0+

0,5
@
E 00
3
-0,5_
-110 R B B L DL L BRI B L B
00 1,0 20 30 40 50 60

X (m)

Figura 1. Condigao Inicial
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O movimento do fluido ao longo do tempo foi simulado segundo a equacéo de
adveccao-difusao ilustrada pela Eqg. 2. Em que u se refere a velocidade do fluido, t o
tempo, c a velocidade de adveccéo do fluido, x representa o dominio e v a viscosidade
cinematica do fluido.

MODELAGEM MATEMATICA

A movimentagcdo de um fluido Newtoniano, incompressivel, isotérmico e com
propriedades constantes, € dada pela equacéo de Navier-Stokes Eq. 2,

2yVVV = —1/pVP+ VW2V,
Dt (2)

onde P é a presséo, p € a massa especifica e V € a viscosidade cinematica.
Considerando que nao haja forca externa, pode-se omitir o termo de pressao, para
apenas uma direcao tem-se a Equacao de Adveccao-Difusdo denominada de Equacao
de Burgers (Eq. 3)

du i du v 9%u

at ax —  ox? ()

; . . du
onde esta presente trés termos: o termo transiente, o
2

e . a*u
, € o0 termo difusivo, v —.
92%x

. u
o termo advectivo, ¢ P

Para um escoamento inviscido, ou seja, viscosidade cinematica possui o valor
zero, tém-se a equacgao de Burgers inviscido, Eq. 4

wt e, = 0. @
Assim a equacéo 3 torna-se puramente advectiva, onde a velocidade de advecgéo
é de ¢ = —1. Assim 0 modelo matematico da Eq. 4 pode ser simplificado para a Eq. 5,
du _ du
at ax’ (5)

MODELAGEM NUMERICA

Afimderesolver a solu¢cao matematica apresenta por meio do método dos volumes
finitos, é necessario a realizagdo da discretizagdo do dominio, ou seja, transforma-lo
do continuo para o discreto com dimensao do volume de Ax, dada pela Eq. 6, onde L
€ valor do comprimento de dominio € N € o numero de divisdbes do dominio.

L
X =—
N-1 (6)
Na Figura 2 mostra o esquema de discretizacdo do dominio, onde P, W e E
se referem ao: volume principal, volume posicionado a oeste do volume principal, e
volume posicionado a leste do centro do volume principal, respectivamente. As faces
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do volume principal séo, designados w e e, que representam a fronteira posicionada a
oeste e leste do volume principal (Maliska, 1995).

Ax

s -
-< >

e

woo )P

\ ) | /
Volumes Ficticios ou Fantasmas

FIGURA 2. Esquema de Volumes Finitos

Aplicando o método de volumes finitos na Eq. 5, obtém-se a EqQ. 8 que representa
0 processo de integracéo ao longo do tempo e ao longo do comprimento do volume
principal,

ft+AtJ-ea_ud dt = f£+Atfea_ud dt. o

Resolvendo a Eq. 7 e reorganizando,

At
u =—(u,—uy) +u
t+At,P Ax L€ w L,P (8)
onde At é o incremento temporal, Ue € U, sado as velocidades presentes nas
faces do volume principal, para obter o seu valor foi feito uso do método das diferencas

centrais (CDS), Eq. 9 e Eq. 10

_UE+'U.p

¢ 27 (9
u __ uptuy
v 2 " (10)

Substituindo as Eq. 9 - 10 na Eq. 8 e reorganizando tém-se,
Uppatp = Ugp T %(HE = Uy), 1)
A Equacao 12 representa a discretizacédo da Eqg. 7 pelo método de avanco
temporal, Lax-Friedrichs,
Upppr = M‘F_(UE U). (12
O primeiro termo da Eq. 12 gera estabilidade segundo o método de estabilidade
de von Neumann, entretanto a estabilidade é obtida incorporando uma difusidade
numeérica na solucdo. Para que o efeito difusivo ndo gere imenso impacto na solucéo
numeérica, utilizou um numero de Courant (CFL) igual a 1,0 o qual deve ser igual ou
menor que a unidade para se ter acuracia (Anderson, 1995).
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As Equacgdes 13-17 representam as equacgdes usadas para implementacéo do
método de Runge-Kutta de 4? ordem,

K, = (ug—uw)

K, = (ug—uw) + AtKy

2Ax 2 (14)
_ (ug—uw) , MK,
K3 - 240x% + 2 ’ (15)

_ (HE—Hw)
Ky = —E—1= + AtkK;, -

At
Utsarp = Utp + z(]ﬁ + 2K, + 2K5 + K,). a7)

O incremento temporal foi dado pela Eq. 17,

At = CFL Ax. (18)

Os valores CFL para cada simulagdo numérica estao presentes na Tabela 1.

Avancos temporais CFL
ME 10+

MRK4 10+

MLF 1,0

TABELA 1. Avancos temporais de cada método numérico

Os erros numéricos, foram calculados pela norma L2, Eq. 19, para uma malha
de 32, 64, 128 e 256 volumes. Os termos ua, u e N se referem, respectivamente,
a velocidade para a solugcao analitica, a velocidade para a solu¢do numérica e ao
numero de divisbes do dominio,

L2 = JEii‘al(uam—u(a)z

N " (19)
Parametros de simulacéo Variaveis valores
Comprimento do dominio L [m] 2mn
Numero de divisdes N 32, 64, 128 e 256
Tempo final t [s] ™2

Tabela 2. Par&dmetros de simulagéo

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados obtidos pela simulagao com o uso dos valores presentes na Tabela
1 e na Tabela 2, estdo apresentados nas Figuras 3 - 5.




A Figura 3 ilustra os resultados obtidos para: a condicdo inicial, o0 método de
Euler (ME), o0 método de Runge-Kutta 4°ordem (MRK4) e a solucéo analitica em
t=15 [S]para N = 64. Nota-se que ambas as solugcbes numéricas obtiveram
resultados extremamente prdéximos a solucéo analitica, mantendo os mesmos valores
presentes das amplitudes (picos e vales) em 1,0 [m/s], ou seja, para ambos n&o ocorre
perda dissipativa.

0,5
0
~
E 0,0
3

-0,5

R
00 10 20 30 40 50 60
x (m)

FIGURA 3. Comparativo entre MRK4(m), ME(4), solucdo analitica(x) e condicao inicial (=)

Utilizando a soluc&o pelo método de Lax-Friedrichs (MLF), ilustrados na Figura 4,
para t=1,5[s] e N = 64. Nota-se um significativo erro entre a solugdo numérica e a
analitica. Pode-se notar que para problemas puramente advectivos, MLF acrescenta
erros de carater difusivo, retardando a velocidade de propagac¢éo da velocidade, como
esperado.

1,0 g

0,54

0,0

u (m/s)

-0,5

I S S
00 10 20 30 40 50 60
x{m)

FIGURA 4. Comparativo entre MLF (o), solugéo analitica(x) e condigao inicial (-)

A Figura 5 apresenta os resultados de erro obtido a partir da norma L2, onde
a primeira ordem (O_1) e segunda ordem (O_2) de convergéncia. Observa-se que
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mesmo ao refinar a malha, os ME e MRK4 apresentam a tendéncia semelhantes a 22

ordem (O_2).
1
01 .
) ————
0,01 —
| |21
: ——o 2
0,001 i
i |2
e 0]
0,0001
1E-05
32 64 128 256

Figura 5. Ordem de Convergéncia: MRK4 (m), ME (a) e MLF (o)

Pode-se concluir que ao utilizar ME com CFL = 10 #, a solugao apresentou erros
mais significativos oriundos da discretizagcdo do espacial, a qual foi utilizada MVF de
2% Ordem. Por outro lado, ao utilizar um avancgo temporal de ordem maior, MRK4, nao
ocorreu variagdo na ordem de decaimento mantendo-se 2% ordem de decaimento.
Portanto, mesmo utilizando o MRK4 e CFL = 10 *#, os erros na simulagdo ainda sao
mais significativos na discretizacéo espacial.

Ainda na Figura 5, observa-se que para a solugdo com MLF a solugéo tende a
12 ordem (O_1) de decaimento, devido a viscosidade artificial inserida pelo presente
método na solugdo numérica.

Método de avancgo temporal N=32 N=64 N=128 N=256
ME 0,207 0,788 2,501 10,108

MRK4 0,340 1,322 3,412 14,264

MLF 0,003 0.005 0,014 0,043

Tabela 3. Custo computacional, em segundos, por métodos de avan¢o temporal

A Tabela 3 apresenta os custos computacionais das simulacdes realizadas, os
valores foram obtidos com um processador Core i5-7200U 2.5 GHz Turbo Boost up
para clock de 3.1 Ghz. O avango temporal pelo MLF apresenta valores muito baixos
comparando com ME e o MRK4, isso deve-se em parte, ao CFL =1,0, o que torna
0 incremento temporal superior ao utilizados para os demais métodos. O custo
computacional para o avango temporal ME apresentou valor inferior ao custo obtido
pelo uso do MRK4, como ja era esperado, visto que o0 MRK4 é subdivido em 4 etapas
enquanto o ME é feito em apenas uma etapa.
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Observando os valores de custo computacional na Tabela 3 nota-se que o custo
é elevado em aproximadamente 64% ao modificar método de avango no tempo, i.e.
modificando de ME para MRK4 e mantendo a mesma malha de 32 volumes, ao dobrar o
nuamero de pontos o custo computacional eleva-se novamente para aproximadamente
68% e reduzindo para 36% para uma malha com 128 volumes e 41% para uma malha
de 256 volumes. Assim pode-se concluir que para o mesmo CFL, e uma malha acima
de 128 volumes, para o problema proposto, o ME apresentou-se com melhor do que
o MRK4 por consumir menos tempo computacional, apresentar mesma ordem de
convergéncia numérica e erros muito semelhantes ao MRK4

CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos entende-se que o método de Euler para a
resolugcao de um problema puramente advectivo apresenta estabilidade com o uso de
incrementos temporais com valores inferiores aos métodos: MRK4 e MLF.

Com base nos resultados obtidos com a implementacdo do método de Runge-
Kutta 4% Ordem pode-se concluir que, a principal fonte de erros das simulag¢des esta
presente na discretizacédo espacial. Consequentemente para ordens de convergéncia
mais altas, entende-se que sejam necessarias ordem de discretiza¢gdes maiores.

Os custos computacionais utilizando o MRK4 foram os maiores, isso se explica
devido a este método utilizar de quatro passos a mais do que os demais testados.

Ainda com base no custo computacional, conclui-se que para o problema proposto
o método de Euler explicito apresenta-se maior vantagens do que o método Runge-
Kutta 42 ordem.
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RESUMO: A metodologia de fronteira imersa
(F1) se presta a aplicar as condigdes de contorno
em escoamentos sobre corpos imersos cuja
malha computacional ndo seja alinhada com a
geometria do obstaculo. Esta metodologia tem
sido aplicada em simulacbes de escoamentos
envolvendo a presencga de corpos de geometria
complexas e/ou em movimento. Apesar das
grandes vantagens dos métodos de fronteira
imersa, € mostrado no presente trabalho que
algumasdificuldades e desafios sdo encontrados
quando este é empregado, especialmente
em escoamentos sobre corpos de geometria
esbelta e quinas agudas. No presente trabalho,
dois objetivos foram propostos. Primeiramente,
avaliar a acuracia e eficiéncia dos métodos de
Fl em simulacbes sobre corpos com geometria
altamente esbelta e irregular e implementar
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um método numérico capaz de satisfazer as
condicdes de contorno dessas geometrais. Foi
testado e validado o caso de um escoamento
sobre uma placa plana vertical.

PALAVRAS CHAVE: método da fronteira
imersa, corpo de geometria esbelta, método da
multipla imposicéo da for¢ca, método de volumes
fantasmas locais.

ABSTRACT: The immersed boundary (IB)
methods are wused to enforce boundary
conditions on surfaces not aligned with the
computational mesh in a numerical simulation.
Despite the great advantages of the immersed
boundary methodology, it is shown in this work
that some difficulties and challenges are posed
when it is used to simulate the flow past sharp
geometries. In present work, two main objectives
are proposed: first, to assess the accuracy and
efficiency of IB methods in simulations of flows
past immersed bodies with highly sharp corners
or thin plates. Secondly, we implement a
numerical method which is able to satisfy these
flow conditions. First, an extensive bibliographic
review was conducted in order to know and
understand the different immersed boundary
methods; in the second stage it was presented
and implemented a local directional ghost cell
approach.

Capitulo 5




11 INTRODUCAO

Nas solugdes tecnoldgicas e desafios da mecanica dos fluidos computacional,
uma grande proporcdo dos problemas convencionalmente enfrentados, tanto no
ambito industrial quanto no académico, sdo estabelecidos em escoamentos sobre
corpos de geometrias complexas, o que implica em um grande desafio do ponto de
vista numérico. Por exemplo, na Fig. (1) é observado um escoamento sobre uma
turbina edlica, um caso de geometria complexa e movel dentro do escoamento.

Figura 1. Escoamento sobre uma turbina edlica.

Visando contornar esta dificuldade, diferentes estratégias e métodos numéricos
foram criados para tratar e resolver este grupo de escoamentos. A mais utilizada
atualmente na industria e meio académico e com ja comprovada utilidade, eficiéncia
e confiabilidade € o uso de malhas nao estruturadas que sao conformadas de acordo
com as geometrias presentes no escoamento. Apesar das conhecidas vantagens, esse
método exige certa experiéncia do usuario para construir uma malha eficiente e pode
exigir um maior esforco computacional caso exista movimentacdo do corpo. Outra
possivel solucéo, ja bastante conhecida academicamente, mas pouco difundida na
industria, é a utilizacdo de malhas cartesianas com aplicagdo do método de fronteira
imersa, que de um ponto de vista pratico sdo independentes da complexidade das
geometrias envolvidas. A Fig. (2) ilustra a diferenca béasica entre um escoamento
modelado por uma malha irregular conformada ao corpo imerso e por uma malha
cartesiana aplicando o método de fronteira imersa.
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Figura 2. Modelo numérico representativo de um perfil aerodindmico NACA0012: (a) Malha
irregular adaptada ao perfil; (b) Malha cartesiana sobreposta por um conjunto de pontos
representando o perfil.

Apesar de consideraveis vantagens, um problema geral dos métodos de fronteira
imersa reside no fato de que em sua grande maioria eles ndo sdo adequados para
tratar escoamentos que passam nas vizinhancas de interfaces esbeltas como, por
exemplo, um perfil de aerofélio ou uma folha. Tendo em vista esse problema, um
estudo bibliogréfico foi realizado para o devido conhecimento dos métodos existentes
na literatura e a implementagdo do método de fronteira imersa com volumes fantasmas
locais.

21 FORMULACAO DIFERENCIAL

Visando a modelagem do escoamento de interesse, consideram-se a equacao
da continuidade e a equacao de Navier- Stokes com o termo de forca de interface, que
confere ao escoamento a presenca do solido imerso. O balanco de massa (equacao
da continuidade), para um escoamento incompressivel, é descrito em notagao indicial
pela Eq. (1):

du;
a_“: =0 (1)

O balango de quantidade de movimento linear para um fluido Newtoniano, em
notacao indicial, € dado por:

opu) | Aww) a8 (% f’ﬂ)
at t axj 6xj-+6xj B ﬂxj+3xi i 2)

31 MODELAGEM NUMERICA

No presente trabalho foi utilizado o codigo IMERSGHOST, este algoritmo foi
implementado em MATLAB pelo proprio autor e resolve as equacdes de Navier-
Stokes. Emprega o método dos volumes finitos com malha cartesiana. Apresenta
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variaveis escalares centradas e variaveis vetoriais deslocadas, este cddigo resolve
0 escoamento na sua forma bidimensional, utilizando as equagdes de transporte nas
formas néo conservativas. As discretizagcdes dos termos difusivo e advectivo sao
feitas com Esquema de Diferencas Centradas (CDS). Uma aproximacgao totalmente
explicita é adotada, utilizando o método de Euler de primeira ordem como integrador
temporal. A equacdo de correcao de pressao é resolvida pelo método da projecao
baseado na técnica do passo fracionado, resultando em uma equagao de Poisson.
Apresenta o método de fronteira imersa com volumes fantasmas locais para o célculo
de escoamentos sobre corpos sélidos

41 METODO DA FRONTEIRA IMERSA

O método de fronteira imersa (Immersed Boundary Method — IB) surgiu como
uma alternativa eficiente aos métodos cujas malhas se ajustam as fronteiras (body-
fitted) para tratamento de problemas envolvendo geometrias complexas, moveis e
deformaveis. As Figs. (3)-a, b e ¢, respectivamente, ilustram quatro diferentes tipos de
malhas que se ajustam as fronteiras do problema: malha regular estruturada, malha
regular ndo estruturada, malha ndo estruturada e por fim a malha representando a
fronteira imersa, todas representam a mesma geometria.
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Figura 3. Malhas estruturadas e néo estruturadas adaptadas ao corpo (MITTAL; IACCARINO,
2005).

4.1 Relevancia do método de fronteira imersa

De acordo com Mell (2006), podem-se citar varias vantagens do método de
fronteira imersa quando comparado aos métodos tradicionais de malha adaptada
ao corpo, sao elas: facilidade para tratamento de geometrias complexas, facilidade
para tratamento de corpos em movimento, menor nimero de operagdes por volume
discretizado, facilidade na paralelizacédo do dominio, dentre outros.

4.2 Restricoes do método

Apesar das grandes vantagens, ha, porém, desvantagens que devem ser levadas
em consideracdo. O tratamento das condigcdes de contorno ndo séo evidentes e
requerem métodos complexos de interpolacéo, outro problema se baseia que o tamanho
da malha (numero de pontos ou células no dominio) aumenta consideravelmente mais
com o aumento do numero de Reynolds em uma malha cartesiana uniforme do que
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em uma malha conformada ao corpo.

Outro problema, ja citado anteriormente, € a fragilidade de grande parte dos
métodos de fronteira imersa a corpos que possuem quinas esbeltas ou planos bastante
finos, pois alguns métodos de interpolagdo ndo sao adequados para estes tipos de
geometrias, e. g., métodos que espalham a funcdo de forcagem em regibes nao
pontuais. Na Fig. (4) pode- se ver a regido de interpolagao e distribuicdo da velocidade
e forca, respectivamente, em corpo com geometria esbelta e aguda, nela nota-se que
a regido de distribuicao de um ponto lagrangiano da superficie superior do corpo atinge
regides que estao abaixo da superficie inferior do corpo.

Figura 4. Representacdo da regido de distribuicao da for¢ca de interface em uma fronteira imersa
com geometria esbelta. Onde os termos ¥, § € k representam, respectivamente, a velocidade
vertical na face do volumes euleriano, o vetor partindo do ponto lagrangiano até o ponto de face
da célula euleriana e o ponto lagrangiano.

4.3 Método Implementado

A fim de estabelecer comparagdes relativas ao tratamento de corpos com
geometrias esbeltas, foi implementado e testado o método de imposicao direta da
condicéo de contorno chamado de método de volumes fantasmas locais, este método
prometer ser capaz de resolver o problema de escoamento sobre corpos de geometrias
esbeltas gracgas a seu tratamento especial de regides descontinuas.

4.3.1 Fronteira imersa com volume fantasma local

O presente método se diferencia dos métodos de volumes fantasmas tradicionais
apresentados anteriormente principalmente na forma em que as células fantasmas
sédo extrapoladas e atualizadas, pois as células internas ao corpo imerso nao sao
diretamente utilizadas, apenas suas coordenadas s&o tidas como referencias para
operacdes de extrapolacdo. Os volumes fantasmas sao atualizados de tal maneira
que o campo de velocidade satisfaz tanto a fronteira imersa quanto a restricdo de
incompressibilidade no final de cada passo de tempo.

De maneira geral o método diferencia e classifica os volumes eulerianos nas
seguintes classificagoes:

« Células inativas ou soélidas;

« Células ativas ou de fluido.

o Células regulares;
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o Células irregulares.

A classificacédo é feita da seguinte forma: volumes nos quais o centro esta no
interior da fronteira imersa sdo considerados inativos, enquanto aqueles que estéo no
exterior da fronteira imersa sdo considerados ativos. Dentre as células ativas, estas
podem ser classificadas como regulares e irregulares. Sao irregulares as células
cortadas pela superficie da fronteira imersa ou entdo se, a0 menos, um de seus
volumes vizinhos é cortado, caso contrario esta célula é regular.

Apos obtida a classificacdo acima, efetuam-se interpolagbes e extrapolacdes
nos volumes irregulares, de tal maneira que nesses volumes a velocidade é imposta.
Ja nos pontos regulares vizinhos a fronteira imersa, deve-se alterar suas equacgodes
discretizadas para velocidade e pressao de tal forma que valores do fluido no interior
do corpo imerso nao sao empregados.

51 RESULTADOS

Testou-se o caso do escoamento sobre uma placa plana vertical. Comparacdes
foram feitas com resultados provenientes da literatura. Este caso € comparado com
os trabalhos de Berthelsen e Faltinsen (2007), Koumoutsakos e Shiels (1996) e Tanji
e Honji (1971).

O esquema de configuracdo do escoamento € ilustrado na Fig. (5), onde é
ilustrada a placa vertical posicionada no dominio numeérico.

u=1 Placa plana
'/_ (fronteira imersa)
v=0

— of | 25D

«—10D :1: 35D >

Figura 5. Representacéo esquematica do escoamento laminar sobre uma placa plana de
comprimento e espessura infinitamente pequena.

A performance do método é apresentada para um nimero de Reynolds Re = 126
baseado no comprimento vertical da placa e na velocidade imposta no perfil de entrada
u = 1 m/s. Nesse escoamento, apds determinado intervalo de tempo, instabilidades
laminares sao geradas. Devido a este fator, as comparacgdes realizadas sao relativas
a uma evolugao temporal, o presente escoamento possui caracter transitorio. A Fig.
(6) ilustra a avanco temporal do problema. E representado o campo instantaneo de
vorticidade para os instantes adimensionais tUy,/D = 0,1: 3,1; 9,2 e 20,6.
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(a) (b)

(d)

Figura 6. Visualizacdo ampliada, nas proximidades da fronteira imersa, do campo
instantaneo de vorticidade do escoamento com iso-contornos sobre uma placa plana para
Re = 126: (a) tU,,/D = 0,1; (b) tU, /D = 3,1; (c) tUy,/D =9,2 ;(d) tU,/D = 20,6.

As Figs. 7-(a) e (b) mostram, respectivamente, a pressdao normalizada ou
coeficiente de presséao e a distribuicao da vorticidade na superficie da placa a jusante
e a montante no escoamento no tempo adimensional tU/D = 1,0 nota-se que nas
bordas inferior e superior da placa ha uma menor concordancia entre os resultados
do presente trabalho e de Berthelsen e Faltinsen (2007), este fato pode ser atribuido
a malha empregada no escoamento, no trabalho de Berthelsen e Faltinsen (2007) foi
utilizada malha adaptativa com alto nivel de refinamento localizado nas proximidades
daplaca.

40

Berthelsen et al. (2008)
] Presente trabalho

2 | | mme Berthelsen et al. (2008)
Presente trabalho

montante

wbh/U

jusante

_ 10 1 1 1 1 1

() (b)
Figura 7. Comparacéao da distribuicéo de variaveis na superficie da placa plana no tempo

adimensional tU,, /D = 1,0. (a) Distribuicdo da pressédo normalizada; (b) Distribuicdo da
vorticidade normalizada.
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ABSTRACT: The presence of solid particles in
industrial turbulent flows in complex geometries
is widely evidenced in engineering. However
the correct prediction of flow patterns, particles
trajectories and distributions is a highly complex
task. The analysis of the particle velocity as
well as their trajectories in the gas-solid flow is
of fundamental importance. We used an Euler-
Lagrangean approach where the dispersed
phase is treated in the Lagrangean referential
and the governing equations for the continuous
phase are solved in the Eulerian referential. An
advantage of the application of the Immersed
Boundary Method is that the immersed geometry
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is also represented inthe Lagrangean referential.
It is worthy to recall that one of the advantages
of the Immersed boundary methodology is the
capability of solving flows in the presence of
complexes geometries in Cartesian grids, which
facilitates the particle tracking of solid particles
in LES. By performing Large Eddy Simulations
we demonstrate, in the present work, that it is
possible to predict complex multiphase flows by
combining promising methodologies like LES
and Immersed Boundary Methodology. The fully
parallel in-house code developed was validated
face to experimental results of Sommerfeld and
S.Lain (2001) with very good accuracy.
KEYWORDS: CFD, Complex geometries,
Immersed Boundary Method, solid particles

11 INTRODUCTION

applications
The
computation of the continuous phase is often

In  many engineering

multiphase flows are encountered.
done using the Eulerian approach, in which
partial differential equation for momentum,
mass, and energy per unit volume are solved.
In the simulation of the disperse phase, the
Lagrangian approach was used. The equations
of motion of a particle are solved by the ordinary
differential equations for the velocity, position,

mass, momentum. The solution of these
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equations requires the evaluation of fluid properties at the particles locations.

The calculation of the positions and velocities of the particles present in fluid ow is
of a considerable importance in studying the solid particles in turbulent channel flows,
where the collisions of the solid particles with the walls play an essential role in the
particle transport process.

Since the early 1990s, computation fluid dynamics (CFD) has been widely used
for studying the physical effect of solid particles in curved piped or duct and in turbulent
channel flows, with various numerical models for particle position and the cell contains
a nearby position. In the present work, a numerical models involving the study of solid
particles interaction with complex geometries was developed. In this context, the
presence of turbulent flows in complex geometries is a rule, as in many engineering
applications multiphase flows. The immerse boundary method allows the use of a
cartesian mesh for modeling the ow over complex structures using lagrangian mesh.

In the present work was used the turbulent channel ow for validation of the one-
way coupling according to experimental results by Sommerfeld and K.kussin (2001).
For verification the algorithm implemented for particle-wall collision was formulation the
shock between a particle and a inclined plane. They are purely geometrical exercises
of intersection between Lagrangian particles and planes.

2| METHODOLOGY

In this section is presented the mathematical model used in the numerical model
for the simulation particles in turbulent flows. Therefore, in this model, it is used the
Euler-Lagrangian referential, which can be approached through the punctual force or
resolved surface. Regardless of the approach, each computational particle is tracked
in the computational domain.

2.1 Filteres Transport Equations for Large Eddy Simulations

One of the most widely used methods is the large eddy simulation (LES), which
filters the Navier-Stokes equations to segregate the different scales of the flow, in order
to calculate the highest ow structures turbulent and model the minors.

As in the Filtered Navier-Stokes equations, the turbulence scales are separated
according to the group of large and small scales named sub-grid scales. The functions
can be decomposed into a coating part in the form f =f + f', where f is a any
function given by:

F(x) = ff(x’)F(x —x")dx’, )
1
Wherein F is the filter, defined by:

1
F(x) = F(x,,xz,x3)={ /A3 se x| <Ai=123,
0 ()
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where (x1.x2,%2) are the spatial coordinates of the vector xA4=3/V. is a sub
domain in a finite volume of a mesh to discretize the transport equations in the Eulerian
domain, and V_is a volume of mesh element.

The Filtered quantities fand f were calculated by numerical simulation. The
fluctuation f = f + f" are the tensor of subgrid scales not resolved quantity f.

0p  0pt;
— +——=0,
at axi (3)
opu; | OpWilL; _ _ ap | 9Ty ATy
at ax; dx; ax}' ax}- ' (4)

Where, Ti° = (0%, — pil;i) is the tensor of subgrid scale (SGS), which is the

immediate consequence of the scales of decomposition process.

2.2 Subgrid Dynamic Modeling

The dynamic model is based also on the Boussinesq hypothesis Boussinesq
(1877), where the dynamic procedure model coefficients are automatically computed
using information contained in the resolved turbulent scales, thereby eliminating
possible uncertainties associated with tunable parameters.

Similar to the Smagorinsky model Smagorinsky (1963) the subgrid viscosity,
nevertheless in the dynamic model the is evaluated using the dynamical procedure for
turbulent tensor, as follows:

where,
Lij = —p_ﬁlﬁ} + ﬁﬁlﬁ}, (6)
and

M, = 685, 151 - pB7S,JS1.

where L;j is the Leonard tensor.

2.3 Equations of Motion for the Lagrangian Approach

Using the Lagrangian approach to the particulate phase requires the solution of the
equation of motion for each computational particle. This motion equation includes the
particle’s inertia, drag, gravity, slip-shear lift force and slip-rotational lift force. Besides,
the change of angular velocity along particle trajectory results from the torque equation
and wall collisions. The equations of motion for the particles are given by :

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 6



= up;
du,; 3 p P
pi
DW:ZP_Dmp CD(ul uiﬂt)l u upl' +my +ge(1_p_p)+Flst+Fln .
I = dei .
p dt ! (10)

where, Xpi is the actual particle position, Upi are the velocity components
of instantaneous velocity of the fluid, ™p is the particle mass, Pp is the density of
particle, Dp is the particle diameter, and I, is the moment of inertia for a sphere. The
Reynolds number for the particle (Rep) is define as:

d,(u—u
# (11)
where F the is the drag force, define as :
18 CpRe
FD = .u + D p.

T 2
pp(dp) 24 (12)

where C, is the drag coefficient is obtained based on the analytical result of
Schiller e Naumann (1935):

for, Re, < 1000,

CD = Rep

{ 24(1 + 0.15Re,**%7)
0.44 for, Re, > 1000,

(13)
The Slip-shear force is defined as:

| - > %
=

Fy, = 1.615uD,Re; /2C; .
g@ is the particle Reynolds

number of the shear flow, and Cj; represents the ratio of extended lift force to the

where @ = 0.5 x4 isthe fluid rotation, and Re, = pD

Saffman force are given by:

—Rep

(o = | (1= 03314B°%)e7T0 +033146°% £ g, < 49
0.0524(BRe,)* for Re, > 40,

(15)
The following form of the slip-rotation lift force has been used:

T Rep

Fir = §Dp3p Re,

cr|ad x (@ — w,)].
(16)

Here, @ = @ — w,, and the Reynolds number of particle rotation is given by

Re, = pDj |%| The lift coefficient to may be used for Re, = 2000 by:
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Re )e—u.OSGBReT"-‘*RepU'B_

=045+ [—
clr * (Rep =045

(17)

The torque force acting on a rotation particle and the expression of Rubinow
and Keller (1961) was extended to account for the relative motion between fluid and
particle, as shown below:

2.4 Interpolation of the Continuous Phase into the Particle Course

In this study was used the hat function for the interpolation of eulerian velocity.
This function ensure for eulerian velocity the second order of accuracy, as defined by
the following:

A (p[(xk—xa)/axi]
4 Ax; " (19)
_{Il—rlfor'rg 1,
L0 forr>17
Where X is the Lagrangian position, X; is the fluid particle position, and Ax; is
the mesh dimension.
This interpolation method of one particle within a control volume is weighted by
the inverse of the distance, squared between the particle and the nodes of the mesh.

2.5 Mathematical Modeling of Immersed Boundary Method for Particle Wall

Collision Model

The immersed boundary method makes use of two different grids: i) An Eulerian
grid, where the balance equations are solved; ii) A Lagrangian representation of the
immersed object, i.e., a set of Lagrangian points that discretize an object. There are
different ways of creating such a set of points, first if the geometry is simple enough
to represented by an equation, like a cylinder for instance, and second when no other
lagrangian entities, the presence of only the set lagrangian points that characterize the
immersed object is deemed sufficient to the (multi) Direct Forcing method work.

2.5.1 Shock of a Particle Which a Inclined Planes

In the present work the particle reflection condition as well the respective impacted
angle with the geometry wall. Such geometry is represented by the immersed boundary
method, which is composed by triangles which normal are defined and pointing
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outwards, into the geometry.

In this first test, a particle is assign with a constant velocity Up and it is trajectory
is set in such a manner that it will pass close to a plane normal to the trajectory, then
being be reflected by an inclined plane. The plane is composed by eight large triangles.
As for the calculated of the particle reflection was certificated if the product valor
between the particle trajectory and the triangle face normal which makes up the plane

plane.

geometry, if the product is negative the particle can chock in the plane. But if the internal
product was higher or equal then zero, won’t possibility the particles wont intercept the

The Figure 1 shows the evaluation of the particle position in relation to the planes,
the particles recognize the triangle collides which the plane and are reflected. Despite

the evaluation of the particle position, the velocity in this case is not changing, and
carrying a new reflection model.

Figure 1: Inclined plane with particle reflection

For the second test, a particle started with a constant velocity Up allowing to
calculate what was the particle vector trajectory angle does and it is trajectory is set, in
such a manner that it will pass close to a plane normal to the trajectory, and then it must
be reflected by an inclined plane, but they changing your impact angle.

A view of the plane XZ, to giving details. About the reection of the particles that
proceeds to cross the immersed object. It can be noted in Fig. that, as expected, the

particles that intersect the inclined plane are deviated until no obstacle is present.

Q
O
C
¢
C

Figura 2: Inclined plane with change of impact angle
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31 CONFINED FLOW IN A DUCT

In order to investigate the suspension of dust particles in pipe flows is essential
to understand the effect of turbulent transport of particles, as well as the Magnus
effect induced by particle-wall interactions. For the analysis of the influence of particle
motion in the continuous phase, in this work were considered the one-way and two-
way coupling. In two-way coupling was used the transverse lift forces, due to particle
rotation, and particle inertia.

(a) (b)

Figura 3: (a) Particles in the pipe one-way coupling; (b) Particles in the pipe two-way coupling

The Figure 3 (a) and (b) represents a the particle transport from a horizontal
pipe through pipe bend into a connecting vertical pipe, the particle inertia result in an
accumulation of particles at the outer wall of the bend, and this phenomenon is called
to ‘dust rope’ . In the connecting vertical pipe, this rope will disintegrate due to the
secondary flow induced by the bend and due to flow turbulence. An analysis of Figure
3 (a) reveals that the one-way coupling in this case had lower speed then the two-way
coupling, as shown in figure 3 (b), was expected, as in two-way coupling the disperse
phase have influence in continuous phase.

4|1 CONCLUSION

The lagrangean approach for discrete phase allows one study the particle
trajectory during the time, and the motion of particles is strongly governed by inertial
effects In the pipe configuration pipe bend and horizontal pipe, the development of the
particle concentration downstream of the bend is highly unsteady.
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RESUMO: O presente estudo visa o
modelamento, a elaboragao e a implementacéao
de um algoritmo computacional para o calculo
da distribuicao de temperatura unidimensional
transiente em coordenadas retangulares. A
equacdo da conducdo de calor € discretizada
pelo Método dos Volumes Finitos e o programa
é elaborado através do software MATLAB®.
Inicialmente € verificado como se comportado o
perfil de temperatura para diferentes passos de
tempo, posteriormente, o programa € validado
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TRANSIENTE EM PLACAS

com a comparacao dos resultados obtidos
com resultados experimentais provenientes
da literatura. Percebe-se que a distribuicao de
temperatura comeca com um perfil hiperbolico
e com a evolugao no tempo este se torna linear.
PALAVRAS-CHAVE: Distribuicao de
Temperatura, Método dos Volumes Finitos,

MATLAB®.

ABSTRACT: The present study aims at the
modeling, elaboration and implementation of
a computational algorithm for the calculation
of the transient one-dimensional temperature
distribution in rectangular coordinates. The heat
conduction equation is discretized by the Finite
Volume Method and the program is elaborated
using the MATLAB® software. Initially it is
verified how the temperature profile behaved for
different steps of time, later, the program is
validated with the comparison of the results
obtained with experimental results from the
literature.rite the English version with the same
structure using italic characters.

KEYWORDS: Temperature Distribution, Finite
Volume Method, MATLAB®

11 INTRODUCAO

A conducéo é o processo de transferéncia
de calor no qual a transferéncia de energia
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ocorre das particulas mais energéticas de uma substancia para particulas vizinhas
adjacentes menos energéticas, como resultado da interacéo entre elas (CENGEL;
GHAJAR, 2012) e (Bergman et al, 2015). Um dos objetivos principais da anélise da
conducao de calor € determinar o campo de temperaturas em um meio resultante das
condicGes impostas em suas fronteiras, ou seja, deseja-se conhecer a distribuicdo de
temperaturas que representa como a temperatura varia com a posi¢cao no meio. Uma
vez conhecida essa distribuicdo, o fluxo de calor por conducéo em qualquer ponto do
meio ou na sua superficie pode ser determinado através da lei de Fourier (BANDINI,
1997). Bandini (1997) comenta que o estudo do fluxo de calor pode ser determinado de
varias formas, dentre estas destacam-se, as analises experimentais e computacionais.
Os estudos experimentais podem apresentar maior confiabilidade nos resultados em
relacdo aos métodos computacionais, entretanto, ainda sao procedimentos demorados,
com custos bastante elevados e também possuem uma série de erros e incertezas
associados aos experimentos que devem ser estudados com cautela. Ja os métodos
computacionais permitem andlises mais rapidas e com custos inferiores, sobretudo
devido a capacidade de processamento dos computadores digitais, o que torna os
métodos computacionais uma importante ferramenta. Neste contexto, o presente
trabalho busca o modelamento, a elaboracdo e a implementacdo de um algoritmo
computacional para o calculo da distribuicdo de temperatura unidimensional transiente
em coordenadas retangulares.

2| FORMULACAO MATEMATICA E METODO NUMERICO

Para o desenvolvimento do modelo matematico foram admitidas as seguintes
hip6teses simplificadoras:

+ Fluxo de calor ocorre somente na direcao x;
« Propriedades termo fisicas constantes;

+ N&o ha geracao interna de energia.

De acordo com Bergman et al., (2015), o processo de transferéncia de calor por
conducéo, independentemente de sua natureza, pode ser expresso matematicamente
pela equacéo da conducao térmica, esta é expressa pela Eq. (1).

o, éry of,or) a(, oT\ - aoT
— k|t k= |k | ta=pc, —
ox\ ox ) aoy\ @&y ) dz\ ¢z ot (1)

Considerando as hipéteses simplificadoras ja mencionadas, a equacéo
apresentada é reduzida a:
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k

o=

Onde:  “r, difusividade térmica.

As condigcbes de contorno utilizadas no presente trabalho foram dimensionadas de
maneira a verificar a evolugédo do campo de temperatura ao longo da placa, a condicéo
adotada na entrada do dominio computacional é de primeira espécie, comumente
chamada de condic¢ao de Dirichlet, em termos matematicos esta é expressa por:

TO.N=T, 4

Para a saida do dominio optou-se pela condicao de terceira espécie (tipo Robin),
esta € apresentada por:

T (4)

As temperaturas utilizadas na entrada e saida do dominio computacional foram
de 38°C e 28°C respectivamente e o coeficiente de conveccéo térmica € a ordem de
30 W/m.K.

A equacao da conducdo térmica foi discretizada pelo Método dos Volumes
Finitos, onde este procedimento consiste em integrar, no volume de controle finito, a
equacéo diferencial na forma conservativa (PATANKAR, 1980) e (MALISKA, 2004). O
desenvolvimento numérico foi elaborado ainda com base em uma malha unidimensional
em coordenadas retangulares, isto €, na direcdo coordenada das abscissas x.

Partindo da equacao da difusdo térmica, Eq. (2), e efetuando a integracdo no
tempo e no volume de controle, temos:

t+AL e 2 e t+At
O s = a[ j T i
ox g ot

roow W

' 5)
Como resultado das integragdes no espaco e no tempo da primeira e segunda
sentenca da equacéo, obtém-se respectivamente:

t+Ar S P
! [[%J _(2—9 }dr :aim T ©)

Utilizando uma aproximacao linear, no qual representa a distancia entre os
pontos da malha computacional e aplicando a formulacao totalmente implicita para a
discretizacdo temporal do lado esquerdo da equacéao, temos:

:Tsx[TE(S; Iy TPC{; Ty }1; = a(T , =T, )Ax

t ¢ W

Ou ainda,

{T;—T; _T;T,,;HT;)—rﬁ _T;*Tq:a(ﬁ_ﬂ)&
P P

ox ox ox ox

e w e w

(8)
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Desacoplando os termos referentes a difusividade térmica e linearizando o termo
fonte, obtém-se equacao geral de discretizacdo, onde esta é expressa por (PATANKAR,
1980):

a, T, =a. T, +a,T, +b )

Sendo os coeficientes:

a, = k.

T (&),
£C pAx

-2

b=S.Ax+a)T}

_ 0
a, =a,+a, +a, —S,Ax

Onde, o valor ja conhecido da temperatura no ponto P que € o nivel de tempo
anterior , é simbolizado pelo sobrescrito “0”, e o nivel de tempo atual,f + Af, no qual
se busca a solugao, é representado pelo sobrescrito “1”.

As simulacdes foram realizadas com um dominio de 20 volumes de controle, as
cotas da velocidade foram calculadas utilizando o arranjo deslocado e o método de
solucéo utilizado foi o iterativo, mais precisamente o algoritmo de Thomas (TDMA).
Foram utilizados ainda um fator de convergéncia da ordem de 10-3, com 5000
iteracdes, sendo que o incremento de tempo utilizado foi 0,1 s ao passo de tempo de
50000, 150000 e 300000 s.

Caso o critério de convergéncia adotado para os calculos da distribuicao de
temperatura for atingido dentro do passo de tempo, este é incrementado e uma nova
estacao é calculada. Esta sequéncia é repetida até que seja atingido o numero maximo
de iteracGes. Se, ao contrario, o critério de convergéncia n&o for atingido, ainda no
mesmo passo de tempo determina-se uma nova entrada até atingir a convergéncia.

O algoritmo computacional do problema (Anexo A) foi desenvolvido com um auxilio
de um microcomputador e do software MATLAB®, disponivel na rede computacional
do MSILAB/UEMA.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Com base na metodologia apresentada anteriormente, nesta parte do trabalho
serao apresentados e discutidos os resultados obtidos.

AFig. (1) explana a distribuicéo de temperatura para o tempo de 50000 s. Observa-
se para esta situagcao uma curva hiperbdlica, isto era esperado, pois de acordo com
Maliska (2004), para passos de tempo relativamente pequenos o calor apenas comecga
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a penetrar o dominio computacional.

35 [—=— DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA

30

N —
| A
| |
T

15 T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

x[m]

Figura 1. Distribuicdo de temperatura para ¢ = 50000s

Continuando-se a evolugdo ao longo do tempo (r=150000s), percebe-se na Fig.
(2) uma distribuicdo exponencial de temperatura, levando a tendéncia de uma curva
linear.

38 .

T T T
[—m— DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA| |

364

34

304

284

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Figura 2. Distribuicdo de temperatura para ¢ =150000s

A Fig. (3) explana a distribuicdo de temperatura para o tempo de 300000
s. Verifica-se que para esse passo de tempo, had a obtencdo de uma curva linear,
levando o perfil de temperatura ao regime permanente. Nesse caso, quando tal regime
€ atingido, a Eq. (2) se reduz a derivada segunda igual a zero. Como a aproximacao
numérica dessa derivada reproduz um perfil linear (MALISKA, 2004), tem-se que a
solugéo numérica é a propria solucéo exata.
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Figura 3. Distribuicao de temperatura para ¢ =300000s

A Fig. (8) explana ainda a comparacdo dos resultados computacionais e
experimentais, verifica-se que as curvas estdo bem prdximas, chegando assim a
conclusao de que o algoritmo computacional para analises dos campos de temperatura
em placas planas foi bem elaborado.

41 CONCLUSAO

Este trabalho se prop6s a elaboracdo de um algoritmo computacional para o
calculo da distribuicdo de temperatura em placas planas, cujo objetivo deste é a
implementacdo do algoritmo em situagbes reais que necessita da analise destes
campos.

Conclui-se com pesquisa que a distribuicdo de temperatura em coordenadas
retangulares é transiente até certo passo de tempo, e que depois esta se torna
permanente, isto ocorre pelo fato de que quanto mais ha a evolugdo no tempo, as
aproximagdes numericas tendem a se tornar uma derivada segunda igual a zero. Foi
observado também que, os métodos computacionais podem auxiliar de forma ativa os
experimentos laboratoriais.
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ANEXO A

Algoritmo computacional do problema
Yo%o %o %o %o Yoo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo
Yo% %0 %0 %o Yo %0 %0 Yoo YoV Yoo Yo Vo Yo Yoo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

%%% ESTE PROGRAMA CALCULA A DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM UMA
PLACA

%%% APLICANDO O ALGORITMO DE THOMAS E O METODO DE VOLUMES FINI-
TOS

%%% O PROBLEMA E DITO UNIDIMENSIONAL E TRANSIENTE
%%% A DISCRETIZACAO NO TEMPO E O METODO TOTALMENTE IMPLICITO

Y% %o %0 %0 %0 %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
%% %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o %o %0 %o %0 %o %o Yo Yo Yo %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

%0%0%0 %0 %o %o %0 %0 %o Yo Yo %o %o Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Vo Vo Yo Yo Yo o Vo Yo Yo Yo o Vo Yo Yo Yo Vo Vo Yo Yo Yo Yo
%% %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o %o Yo Yo %0 %o %o Yo% %Yo Yo

clear all
clc

%0%0%0 %0 %o %o %0 %0 %o Yo Yo %o %o Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Vo Vo Yo Yo Yo o Vo Yo Yo Yo o Yo Yo Yo Yo Vo Vo Yo Yo Yo Yo
%% %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o %0 Yo% Yo% Yo

%%%%%%GERANDO A MALHA DO PROBLEMA, VALORES LIMITES DO DOMINIO
%%%%%%DE CALCULO DO PROBLEMA, XL E YL

%

XL = 0.5; %DIMENSAO MAXIMA DO DOMINIO NA DIRECAO X

Y%
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% NUMERO DESEJAVEL DE VOLUMES DE CONTROLE NAS DIRECOES X E Y
% RESPECTIVAMENTE, NVOLX, NVOLY

%

NVX = 20;

%

%%%%% DEFININDO O SISTEMA DE COORDENADAS, MODE = 2 PARA
%%%%% COORD.CILINDRICA E MODE=1 PARA COORD. CARTESIANAS
%

MODE = 1;

%

%%%% CALCULO DO NUMERO MAXIMO DE NOS EM X E Y (L1, M1)

%

L1 = NVX+2; % DIRECAO X

L2 =L1-1;

L3 = L2-1;

%

%%% ESTA FUNCTION GERA AS FACES DO VOLUME DE CONTROLE DESLOCA-
DO PARA

%%% DETERMINACAO DAS COTAS DA VELOCIDADE

%

DX1 = XL/NVX;
for i=3:L1
XU(i) = XU(i-1)+DX1;
end
X(1) = XU(2);
X(L1) = XU(L1);
for i=2:L2
X(i) = (XU(i+1)+XU(i))*0.5;
end
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%% %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o %o %0 Yo %0 %o Yo %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Y0 Yo Yo
Y0%0%0%0%0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %00 %0 Yo %0 Yo 0% Yo Y0 Yo VoY VoY Yo VoY VoY Yo

%%$$$$$ GERANDO O COMPRIMENTO DAS FACES DO VOLUMES DE CONTROLE
% DX = distancia entre um n6 e outro

% XVC = distancia entre uma face e outra

%% % %%
fori=1:L1
if i ==
DX(i)=0;
XVC(i) = 0;
elseif i == L1

DX(i)= X(i)-X(i-1);
XVC(i) = 0;
else
DX(i) = X(i)-X(i-1); % TAMANHO DA GRADE (ENTRE PONTOS) - X
XVC(i) = XU(i+1)-XU(i); % TAMANHO DO VOLUME DE CONTROLE - X
end
end

%% %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o Yo %0 Yo %0 %o Yo %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Vo Yo Yo Y0 %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
%% %0 %0 %0 %0 %o %0 %0 %o %0 %o %o Yo Yo %o %o %o Yo Yo %Yo Yo

%% %%
%%%% CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO
%% %%

%% %0 %0 %0 %0 %0 %o %0 %o %o %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
%% % %0 %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo% %0 %o Yo% YoY%

K=0.8;

ALFA = 5e-6;

HO=30; % COEFICIENTE DE PELICULA AR EXTERNO (W/m2K)
HI=20; % COEFICIENTE DE PELICULA AR INTERNO (W/m2K)
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TFO=38; % TEMPERATURA DO AR EXTERNO(°C)
TFI1=28; % TEMPERATURA DO AR INTERNO(°C)
alfaT = 1.5; % Fator de Relagéo

PDT = (‘Entre com 0 PDT’); % PASSO DE TEMPO

DT =0.1; % INCREMENTO DE TEMPO

CONVT = 1E-4; % CRITERIO DE CONVERGENCIA
ITER =0;

NITER = 5000; % NUMERO DE ITERACOES

t=0;

to = waitbar (0,’Em processamento, aguarde...’);
%AA = avifile(‘Temperatura3.avi’);

%

% TERMO DIFUSIVO

%
for i=2:L2
AE(i)= 1/DX(i+1);
AW(i)= 1/DX(i);

end

%

% TERMO FONTE

%

for i=2:L2
APO(i)= XVC(i)/(ALFA*DT);
end

Y%

% CONDICAO INICIAL

%
for i=2:L2

T(i)= 0;
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end

%

% CONDICAO DE CONTORNO

Y%

fori=1:L1
if i==1 % PAREDE EXTERNA
T(i) = (K*T(i+1)+DX(i+1)*HO*TFO)/(K+DX(i+1)*HO);
elseif i==L1 % PAREDE INTERNA
T(i) = (K*T(i-1)+DX(i)*"HI*TFI1)/(K+DX(i)*HI);
end
end

%

% ATUALIZACAO DAS VARIAVEIS

%
for i=1:L1

T1(i)=T(i);

%T1

fprintf(‘ \n’);

fprintf((ITER  tf  RESIDUO T1\n’);

fprintf(‘ \n’);

for TIME=1:PDT
TIME_DIM = TIME*DT;
waitbar(TIME/PDT,t0);
for ITER = 1:NITER,;

-

% MONTAGEM DA MATRIZ

o

O

fori=2:L2
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if i==2

a(i)= APO(i)+AE(i)+AW(i);

b(i)= AE(i);

c(i)=0;

d(i)= AW(i)*T1(i-1)+APO()*T(i);
elseif i==L2

a(i)= APO(i)+AE(i)+AW(i);

b(i)= 0;

c(i)= AW(i);

d(i)= AE(i)*T1(i+1)+APO()*T(i);
else

a(i)= APO(i)+AE(i)+AW(i);

b(i)= AE(i);

c(i)= AW(i);

d(i)= APO(i)*T(i);
end

end

-

% ALGORITMO TDMA

-

for i=2:L.2
if i==
P(i)= b(i)/a(i);
Q(i)= d(i)/a(i);
else

P(i)=b(i)/(a(i)-c(i)*P(i-1));

Q(i)= (d(i)+c(i)*Q(i-1))/(a(i)-c(i)*P(i-1));

end

end
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T(L2)= Q(L2);
fori = L2-1:-1:2

T(i)= P(i)*T(i+1)+Q(i);
end

%0%0 %0 %0 %0 %0 %o %o %0 %o %o %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Vo Yo Yo %o Yo Yo Vo Yo Vo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
%0%0%%0% %0 %0 %0 %0 %o %0 %0 %0 %0 %o %0 %0 %o V0% %0 %o Yo Yo% V0% Yo Yo% Y%

%
% CRITERIO DE CONVERGENCIA
%
RESIDT = abs((T1(i)-T(i))/T1(i));
if RESIDT <= CONVT
break

end

%

% ATUALIZACAO DAS VARIAVEIS

Y%

fori=1:L1
if i==
T(i) = (K*T(i+1)+DX(i+1)*HO*TFO)/(K+DX(i+1)*HO);
elseif i==L1
T(i) = (K*T(i-1)+DX(i)*HI*TFI)/(K+DX(i)*HI);
end
end
for i=1:L1
T1(i)= alfaT*T(i)+(1-alfaT)*T1(i);
end
ITER = ITER+1;

end
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% forintf(‘ %2d  %f %8.4e %fn’,ITER,TIME_DIM,RESIDT,T1(i));

% T X

%

% GERA UM ANIMACAO

%
%  F=getframe;
%  AA = addframe(AA,F);
%  %n=20;
%  figure(1)
%  plot(X,T1);
%  xlabel‘'ESPESSURA DA PAREDE (metros)’);
%  ylabel(‘'TEMPERATURA (CELSIUS)");
%  axis tight
end
close(to)
%T1
plot(X,T1);
xlabel‘'ESPESSURA DA PAREDE (metros)’);
ylabel(‘'TEMPERATURA (CELSIUS)");
legend (‘VARIACAO TRANSIENTE DA TEMPERATURA)
axis tight

grid on
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CAPITULO 8
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RESUMO: O trabalho propde a obtencao da
funcdo de transferéncia de um sistema de
servomecanismo por meio de 2 algoritmos
de otimizac&o: algoritmo genético e evolucéo
diferencial, assim como a sintonia de um
controlador PID para o mesmo utilizando
também as duas técnicas. Verificou-se que a
evolucdo diferencial obteve melhor resultado
paraaidentificacdo daplantaquandocomparada
a identificacdo realizada pelo MATLab®. Para
a identificacdo dos parametros do controlador
ambos AG e ED obtiveram resultados
semelhantes e satisfatérios, porem a ED foi
mais eficiente computacionalmente. Os testes
experimentais mostraram um comportamento
fiel ao resultado tedrico obtido, comprovando o
poder e a eficacia dos métodos heuristicos de
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otimizagéao.
PALAVRAS-CHAVE:
Evolucéao diferencial, PID, Servomecanismo.

Algoritmo  Genético,

ABSTRACT: The work proposes to obtain the
transfer function of a servomechanism system
by means of 2 optimization algorithms: genetic
algorithm and differential evolution, as well
as the tuning of a PID controller to the same
using also the two techniques. It was verified
that the differential evolution obtained better
result for the identification of the plant when
compared to the identification done in MATLab®.
For the identification of the parameters of the
controller both AG and ED obtained similar and
satisfactory results, butthe ED was more efficient
computationally. The experimental tests showed
a faithful behavior to the obtained theoretical
result, proving the power and effectiveness of
the heuristic optimization methods.
KEYWORDS: Genetic Algorithm, Differential
Evolution, PID, Servomechanism.

11 INTRODUCAO

A otimizacdo de sistemas é uma area do
conhecimento que desperta interesse tanto na
area académica quanto nas industrias devido
ao seu proposito de melhorar 0 que ja existe,
ou de estar diretamente envolvida no projeto de
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novos sistemas que aliem alta eficiéncia e baixo custo.

E possivel encontrar na literatura aplicacdes de métodos de otimizacao tanto em
problemas diretos, em que sao conhecidas a entrada do sistema, 0 modelo matematico
e busca-se a saida do mesmo; em problemas inversos do tipo 1, quando dispde-se da
entrada, saida e busca-se o0 modelo matematico do sistema; e em problemas inversos
do tipo 2, em que ha o conhecimento do modelo, da saida e procura-se obter a entrada
deste (Cezaro et al., 2008; Stryk, et al., 1992; Ramm, et al., 2005).

Dentre os tipos de algoritmos de otimizacdo mais utilizados, pode-se citar os
de otimizacéo classica e os evolutivos. Os algoritmos de otimizacao classica sao
caracterizados por serem embasados pelas teorias do calculo diferencial, sendo
subdivididos em métodos de ordem zero — em que nao sao utilizadas as informacoes
das derivadas da fungcao objetivo (por exemplo, o método de Powell) — métodos de
primeira ordem — em que é utilizada a informacéo do gradiente da funcao objetivo (por
exemplo, os métodos da maxima descida, direcdes conjugadas e de métrica variavel) —
e por fim o método de Newton (de segunda ordem) — no qual leva-se em consideracao
tanto o gradiente quanto a hessiana da funcao objetivo (Vanderplaats, 1984).

Todos os métodos acima sao caracterizados por fornecerem uma direcao a
partir da qual sera realizada a busca de um ponto de minimo, e essa busca é feita
geralmente pelo método da se¢do aurea, o qual reduz o intervalo de busca do minimo
a cada iteracdo a uma razao fixa e aproximadamente igual a 0,618034. Esse método é
extensamente utilizado haja vista que ele minimiza o numero de avaliagbes da funcao
objetivo, procedimento caro computacionalmente.

Os algoritmos evolutivos, ao contrario dos classicos, nao tém origem nas teorias
do célculo diferencial. Sao métodos de ordem zero, baseados na ideia darwiniana da
sobrevivéncia do mais bem adaptado. Como exemplos de algoritmos evolutivos, pode-
se citar o algoritmo genético e a evolugao diferencial.

O algoritmo genético € um método heuristico, baseado na analogia com a
biologia evolutiva. A cada iteracéo (geracao), novo conjunto de criaturas artificiais €
gerado, usando as melhores caracteristicas dos individuos da geracao anterior e,
oportunamente, algumas inovacoes. Este método de otimiza¢ao possui trés operadores
basicos, Fig. (1): selecédo, em que se utiliza algum critério (ranking, roleta, torneio,
dentre outros) para determinar quais individuos da populagéo anterior permanecem,
e quais sao descartados da mesma; crossover (ou cruzamento), no qual 2 individuos
sé@o escolhidos aleatoriamente (pais) e sao substituidos por outros 2 (filhos) cujas
caracteristicas sdo uma combinagdo das caracteristicas desses; e por ultimo a
mutacdo, operador em que sao introduzidas eventualmente inovagées em alguma
variavel de alguns individuos da populacéo (Haupt et al., 2004).
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Populacsio » Nova
Anterior Populaciio
F N
h. 4
Seleciio MMutaciio
F N

Crossover

Figura 1: Representacédo esquematica de um algoritmo genético (UEM, 2016).

A evolucéo diferencial € um algoritmo que embora seja evolutivo, ndo apresenta
inspiragcdo em processos naturais. Este método possui um mecanismo de busca que
se baseia no operador de mutacéo diferencial (soma vetorial), Eq. (1):

V=l +FUn—1)

em que V é um vetor que representa um individuo candidato a pertencer a
populagao, /, | e Ip sao individuos escolhidos de forma aleatéria dentro da mesma, e
F é o fator denominado fator de perturbacao (geralmente, apresenta valores dentro do
intervalo [0,2]). O esquema do algoritmo encontra-se na Fig. (2).

... Repetir por n geragdes

Inicializa chamada a

- Fungdo
Popula H
e ' Objetivo

Novo
Individuo é
melhor?
loowo < Pop(i) ?

Atualiza
Populagio

Para cada Individuo na Populac¢do i, faca

Popli) = loe

Figura 2: Representacao esquematica da evolucao diferencial (MOR et al., 2016).

Para que haja o entendimento de como se realizara o estudo do servomecanismo
apos a obtencdo do modelo matematico deste, € necesséaria a compreensao de que
controle é o conjunto de técnicas desenvolvidas que objetivam fazer com que um
processo evoluadaformarequerida, sendo que essastécnicas sao aplicadas geralmente
em um controlador, implementado via hardware ou software. Em ambos os casos, as
técnicas heuristicas séo aplicadas a fim de se obter o melhor modelo representativo.
A Figura (3) ilustra uma malha de controle, em que podem ser identificados o sinal de
referéncia, o sinal de erro, o sinal de controle, a saida do sistema e a realimentacéo
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deste.

¥y

Saida

Controlador

ey e
Referé&ncla Sinal de Lrro

Figura 3: Exemplo de malha de controle.

A planta ou processo, pode ser modelada matematicamente ou obtida através de
um ensaio experimental. Para o estudo de caso em questéao classifica-se como tipo
1, ou seja, possui-se o sistema fisico instrumentado, ver ilustracao na Fig.(4), porém
ndo possuimos sua funcdo de transferéncia e € de dificil equacionamento. Assim
sendo, as técnicas de otimizagao citadas acima podem ser utilizadas para identificar o

comportamento da planta em questao.

e
' i B

Figura 4: Servomecanismo ( do Autor)

Para o controlador do servomecanismo, podem ser utilizadas varias técnicas. O
PID é uma técnica de controle bastante utilizada. Basicamente sao trés caracteristicas
a serem balanceadas: o proporcional, o integral e o derivativo. O proporcional amplifica
o sinal do erro aproximando a resposta do sistema do sinal desejado. O integral
trabalha com a integral do erro melhorando a resposta em regime permanente. O
derivativo trabalha com a derivada do erro aliviando o overshoot do sistema. O PID e
equacionado da seguinte maneira:

u(t) = Kp (e(t) + Tlfot e(n)dt + 14 %e(t)dt)
' (2)

(Kps?+Kps+K

i)
EG) )

Os parametros Kp, Ki e Kd, podem ser calibrados por diferentes técnicas de
sintonia. Ha diversos estudos de sintonia de controladores PID. Inclusive as técnicas

U(s) =

s

de otimizagdo citadas acima, as quais serdo utilizadas para sintonizar o melhor
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controlador que corresponda aos requisitos da planta em questao.

2| OBJETIVOS

O trabalho objetiva obter, por meio de um algoritmo genético e evolucéo
diferencial desenvolvidos, a funcado de transferéncia G(s) que melhor caracteriza o
processo referente a um sistema de servomecanismo, e comparar o resultado destes
dois métodos com o obtido pelo toolbox Ident do MATLab®.

Além disso, deseja-se projetar um controlador do tipo PID que atenda aos
requisitos de funcionamento do servomecanismo utilizando as mesmas técnicas
apresentadas para a identificacao da planta.

31 METODOLOGIA

O trabalho compreende quatro etapas chave: A identificacao da planta utilizando
a toolbox do MATLab®; Identificagcao da planta no Algoritmo Genetico e na Evolucao
Diferencial; Identificacdo do Controlador com o Algoritmo Genetico e com a Evolucéo
Diferencial; Teste do controlador e da planta no sistema fisico.

a. ldentificacao MATLab®

Para a identificacdo da planta utilizando o MATLab® os seguintes passos s&o
realizados:

1. Aquisicao da informacao referente a entrada-saida do sistema sob um protocolo
experimental: O sistema foi excitado com um degrau e o tempo de amostragem
de 0,01s com um tempo de aquisi¢cao de 10s.

2. Escolha da estrutura do modelo: A estrutura geral do modelo (quantidade de
polos e zeros) é escolhida a fim de ser estimada. Para o caso, sendo o sistema
cone

K(z+a)
G(Z) = (z—1)(z—b) (4)

3. Estimacao dos parametros do modelo: De posse dos dados de entrada e saida
colhidos, da estrutura geral do modelo, a fungéo ident do MATLab® calibra os
valores dos parametros do modelo.

b. Identificacao Planta AG e ED

A mesma estrutura do modelo da plnata sugerida para a identificacdo anterior,
também foi utilizada para o AG. Os parémetros tais como: Numero maximo de
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geracgdes, etlitismo, crossover, mutacdo, numero de individuos, foram variados de
diversas formas a fim de se obter o melhor resultado para a planta. A tabela 1 a seguir
lista uma das configuracées que gerou um resultado superior aos demais para o AG.

Parametros Valores
Numero Maximo de Geracgdes 200
Numero de Individuos 100
Elitismo 0,10
Probabilidade de Cruzamento 0,95
Probabilidade de Mutacéo 0,10
Limites de Busca [000;221]
Tolerancia Absoluta 1x10°
Tolerancia Relativa 1x103

Tabela 1: Valores dos Parametros Utilizados no Algoritmo Genético para a planta.

De maneira semelhante foi realizada a identificacdo, utilizando a Evolugéao
diferencial. Para este, foram variados os parametros: numero maximo de iteracoes,
fator de perturbacao, probabilidade de ocorréncia de soma vetorial. A tabela 2 a
seguir apresenta uma configuragcao que gerou resultado satisfatério para a evolugéo

diferencial.
Parametros Valores

Numero Maximo de Iteracbes 300

Numero de Individuos 200

Probabilidade de Ocorréncia da Soma Ve- 0,95

torial
Fator de Perturbacéo F 0,4
Limites de Busca [000;221]

Tolerancia Absoluta 1x10°%
Tolerancia Relativa 1x10°3

Tabela 2: Valores dos Parametros Utilizados na Evolugéo Diferencial para a planta.

c. Ildentificacao do controlador AG e ED

De posse do modelo da planta estimado e da equacé&o do controlador, os
parametros do algorimto de otimizacédo séo setados e procura-se o melhor modelo.
O processo de identificacdo foi semelhante ao utilizado para a obtengcdo do modelo
da planta. A tabela 3 mostra uma configuragdo dos parametros que gerou resultado
satisfatorio para o AG.

Parametros Valores
Ndmero Maximo de Geragdes 200
Numero de Individuos 100
Elitismo 0,10
Probabilidade de Cruzamento 0,95
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Probabilidade de Mutacéo 0,001

Limites de Busca [[000;50.15]
Tolerancia Absoluta 1x10°°
Tolerancia Relativa 1x10°38

Tabela 3: Valores dos Parametros Utilizados no Algoritmo Genético para o controlador.

O mesmo pode se dizer para a evolucao diferencial. A tabela 4 mostra uma
configuracéao satisfatoria dos parametros para a ED.

Parametros Valores
Numero Maximo de lteragdes 100
Numero de Individuos 100
Probabilidade de Ocorréncia da Soma Ve- 0,95
torial
Fator de Perturbagéao F 0,4
Limites de Busca [000;50.1
9]
Tolerancia Absoluta 1x10°%
Tolerancia Relativa 1x10°%

Tabela 4: Valores dos Parametros Utilizados na Evolucéo Diferencial para o controlador.

d. Teste do controlador

Obtidos os parametros para a planta e para o controlador, os mesmos foram
testados no servomecanismo. A interface com o sistema fisico foi realizada através de
um arduino uno, no qual foi programado o controle discreto para a planta e controlador
especificados. O Arduino recebe o sinal de referéncia e a retroalimentacéo do sistema
servomecanismo, devolvendo para este o sinal de controle correspondente conforme

figura 5.
1 &l [F1{4 3
aldd © Ceatrolador — Iij Processo Yo
Referingia %= ' Sinal de Erra PID ,:U:w;, SERVO s
ARDUING

Realimentacio

Figura 5: Sistema de controle empregado.

4 | RESULTADOS
e. Identificacao da planta Ident MATLab®

Realizados os procedimentos para obtencao da planta, esta foi obtida conforme
representado pela equacéao 5. A figura 6 ilustra os sinais de entrada e saida para tal
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identificacéo.

0,00041(z+0,9909)

G(Z) = (z—1)(z—0,9729)

(5)

s
&

Entrada (V)
ot
=] o

Saida (V)
N

Figura 6: Sinais de entrada e saida utilizados para identificacao da planta.

f. ldentificacao da planta AG

A identificac&o da planta utilizando algoritmo genético mostrou resultados com
pouca representacdo do modelo experimental. Alguns resultados dos parametros
encontrados apos a realizacao de varios testes se encontram na tabela 5.

AG a B k Erro Geracdes

1 0,3773 0,3569 0,0126 0,948 200

2 0,0635 0,0118 0,025 0,9883 200

3 0,267 0,1283 0,0185 0,973 1000

4 0,0852 0,1198 0,0219 0,9807 2000

5 0,2596 0,0709 0,0199 0,977 5000
Média 0,2105 0,1375 0,0196 0,9734 1680
Desvio Padrao 0,1330 0,1311 0,0046 0,0153 1998

Tabela 5: Alguns resultados da identificagéo da planta pelo AG.

Um exemplo da funcéao fitness para a planta identificada pelo AG esta representada
na figura 7. E a comparacao entre as curvas teorica experimental na figura 8.
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Figura 7: Funcao Fitness para planta com AG.

Comparagao AG x Experimental

YAG

saida planta (V)

tempo (s)

Figura 8: Comparacgéo plantas tedrica AG e experimental

Como se pode observar pela figura, o modelo teérico da planta encontrado pelo
AG néao correspondeu a planta experimental.

g. Identificacao da planta Evolucao Diferencial

O modelo encontrado com a ED representou a planta experimental de maneira
satisfatoria. Alguns resultados dos parametros encontrados nas diversas simulacoes
podem ser visualizados na tabela 6.

ED a B k Erro Geracoes
1 0,6356 0,9738 0,0005  0,0293 299
2 0,8482 0,9754 0,0004  0,0396 300
3 0,8083 0,9727 0,0004  0,0297 281
4 0,8607 0,9724 0,0005  0,0398 133
5 0,9496 0,9705 0,0004  0,0303 300
Media 0,8205 0,9730 0,0004  0,0337 263
Desvio Padrao  0,1155 0,0018 0,0001 0,0055 73

Tabela 6: Alguns resultados da identificagéo da planta pela ED.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 8




Um exemplo dafuncéo fithness para a planta identificada pela ED estarepresentada
na figura 9. E a comparacéo entre as curvas teorica experimental na figura 10.

N

e e

50 100 150

geragao

200 250

300

Figura 9: Funcao Fitness para planta com ED.

Comparagao Experimental x Omimizada (ED)

saida planta (V)

tempo (s)

Figura 10: Comparagéo plantas teérica ED e experimental

A ED teve boa representacdo do modelo experimental da planta. Os parametros
encontrados pelo ED se aproximaram dos parametros obtidos pela funcao ident,

diferentemente do AG .As tabelas 7 e 8 mostram as comparacgdes entre os parametros
das plantas obtidas pelas diferentes abordagens.

Método K a b
AG 0,0196 0,2105 0,1375
ED 0,0004 0,8205 0,9730
Ident 0,0004 0,9909 0,9729
Média 0,0068 0,6740 0,6945
DP 0,0111 0,4103 0,4823

Tabela 7: Comparacéao entre as diferentes abordagens para cada um dos parametros da planta

Método K a b
Ident 0,0004  0,9909  0,9729
AG 0,0196  0,2105  0,1375
4800% 79% 86%
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ED 0,0004 0,8205 0,973
0% 17% 0%

Tabela 8: Comparacgao entre cada um dos parametros obtidos pelos algoritmos heuristicos com
o Ident

h. Identificacao do Controlador Algoritmo Genético

A identificacdo do controlador, apesar de apresentar comportamento oscilatério,
também originou um modelo comboarepresentacao. Alguns resultados dos parametros
obtidos com o algoritmo podem ser visualizados na tabela 9.

ED Kp Kd Ki Erro Geracoes
1 4,0509 0,0005 3,8443 0,0481 468
2 3,9879 0,00051 3,6848 0,0481 107
3 3,9683 0,00051 3,6295 0,0481 106
4 4,0513 0,00054 3,8445 0,0481 248
5 4,0187 0,00052 3,7628 0,0481 117
Média 4,0154 0,00052 3,75318 0,0481 209
DP 0,0372 0,00002 0,095796 0 157

Tabela 9: Alguns resultados da identificagcao do controlador pelo AG.

A funcéo fitness para esta identificacdo na figura 11 mostra tal oscilacéo.

Algoritmo Genético
0.9 . :

Melhor
Media | 4

0.8

0.7

0.6

Fitness

0.3

0.2
01} \fﬂ
1] 50 100 150 200 250
Geragao

Figura 11: Funcao fitness para identificagdo do controlador com AG

Arepresentacao tedrica da resposta do controlador projetado pode ser visualizada
na figura 12. Ela mostra um tempo de resposta bom apesar de uma pequena oscilagéo
na resposta.
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Figura 12: Resposta te6rica do controlador obtido pelo AG

i. ldentificacao do Controlador Evolucao Diferencial

A identificacdo do controlador com a ED obteve uma planta satisfatoria com
um esforco computacional menor se comparado ao AG. A tabela 10 mostra alguns
resultados obtidos com esta abordagem.

AG Kp Kd Ki Erro Geracoes
1 3,4849  0,00138 2,6690  0,0485 154
2 3,3543  0,00058 2,1610  0,0482 186
3 3,6120  0,00036 2,7301 0,0481 217
4 3,4619  0,00032 2,3561 0,0481 209
5 3,5100  0,00077 2,5006 0,0483 210

Média  3,4846 0,00068 2,5014 0,0482 195
DP 0,0927 0,00043 0,2373 0,0002 26

Tabela 10: Alguns resultados da identificacdo do controlador pelo AG.

A funcéo fitnes para esta abordagem pode ser visualizada na figura13. Ela
mostra uma rapida convergéncia do algoritmo (a partir da geracéao 15 a funcéo fitness
ja adquire peauenos valores).
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Figura 13: Funcéo fitness para identificacdo do controlador com a ED

A resposta do sistema ao controlador apresenta comportamento semelhante a
do AG, conforme ilustrado na figura 14.

25

e
I

Saida
Entrada

151

Amplitude (V)

0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 14: Resposta tedrica do controlador obtido pela ED

j. Testes experimentais na bancada

Conforme visto anteriormente, ambos os controladores apresentaram respostas
com semelhancgas. Assim ambos foram aplicados ao servomecanismo. As respostas
experimentais aos controladores obtidos pelo AG e pela ED podem ser visualizados
respectivamente nas figuras 15 e 16.
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Figura 15: Resposta experimental do controlador obtido pelo AG
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Figura 16: Resposta experimental do controlador obtido pela ED

51 CONCLUSAO

Apos a realizacao deste trabalho pode ser verificado que embora o Algoritmo
Genetico ndo tenha dado uma boa representacdo da planta, a Evolugcao diferencial
conseguiu um modelo com bia representacdo e com parametros proximos a
identificac&o obtida pela funcéo ident do Mat Lab.

Quanto aos controladores ambas as abordagens rsultaram em comportamentos
tedricos semelhantes, com menos custo computacional e melhor eficiéncia para a
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evolucao diferencial. Esta obteve menor erro e com um numero menor de geracoes
consegiui obter um modelo com comportamento similar ao obtido pelo AG.

O teste experimental foi condizente com o teorico, validando as técnicas de I1A
estudadas durante a disciplina em um caso pratico. Como o criterio da funcéao fitness
utilizado foi o erro em relacdo a referéncia, parémetros como Overshoot e Tempo
de acomodacdo puderam ser observados na resposta de forma expressiva. Tais
parémetros podem ser futuramente incorparados com peso na fungao fithess afim
de otimizar a resposta do sistema a tais requisitos. Também pode ser estimada uma
funcdo de transferéncia com outra estrutura.
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RESUMO: Este trabalho ¢é dedicado a
modelagem estocastica por elementos finitos
de uma estrutura composita contendo elemento
piezoelétrico acoplado a um circuito elétrico
shunt resistivo com vistas a obtencdo do
controle passivo de vibragdes. Faz-se utilizacéo
do Método dos Elementos Finitos Estocasticos
para modelagem das variaveis aleat6rias como
campos estocasticos homogéneos Gaussianos
e, a discretizacao destes campos, realizada de
acordo com o método de expansdo em série
de Karhunen-Loéve. Intervindo-se diretamente
no processo de integracédo, é entdo possivel
encontrar as matrizes exatas de massa e rigidez
da estrutura compésita.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Estocastica,
Materiais Compositos, Controle Passivo
de Vibragbes, Circuitos Shunt Resistivos,
Propagacéo de Incertezas.
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ABSTRACT: This work is dedicated to the finite
element stochastic modeling of a composite
structure containing piezoelectric element
coupled to a resistive shunt electric circuit in
order to obtain the passive vibration control.
The Stochastic Finite Element Method is used
to model the random variables as homogeneous
Gaussian stochastic fields, and the discretization
of these fields is performed according to the
Karhunen-Loéve series expansion method. By
intervening directly in the integration process, it
is possible to find the exact matrices of mass
and stiffness of the composite structure.
KEYWORDS: Stochastic Modeling, Composite
Materials, Passive Vibration Control, Shunted
Resistive Circuits, Uncertainty Propagation.

11 INTRODUCAO

Pela experiéncia em engenharia, observa-
se que a introducao de incertezas no modelo
deterministico tradicional de um sistema se
torna cada vez mais necessaria uma vez que
estas incertezas influenciam diretamente
0 desempenho, durabilidade, seguranca e
confiabilidade da estrutura (KOROISHI et al,
2012).

Uma ferramenta poderosa em mecanica
computacional estocastica € o Método dos

Elementos Finitos Estocasticos (SFEM), que é
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uma extensdo da abordagem classica de elementos finitos para o contexto estocastico,
através da resolucdo de problemas estocéasticos (estatica e dindmica) que envolvem
parametros aleatérios. Portanto, 0 SFEM permite uma combinagcao da anélise classica
por elementos finitos com analise estatistica (DE LIMA, RADE e BOUHADDI, 2010).

Neste trabalho, atencédo é dada a utilizacdo de materiais compoésitos, os quais
séo bastante utilizados na engenharia em detrimento aos convencionais como aco e
aluminio, principalmente pela superioridade das propriedades mecénicas que podem
ser alcancadas quando se realiza a concep¢cao de uma estrutura composita. (FARIA,
2006). Faz-se também a utilizacdo de piezelétricos, os quais podem ser utilizados
tanto como sensores e atuadores no controle de vibracdes de estruturas. O elemento
piezelétrico € utilizado neste trabalho no controle passivo de vibragao incorporando
para isto um circuito elétrico externo, circuito shunt resistivo, em seus eletrodos
(VIANA, 2005).

Amodelagem do problema eletromecanico foi realizada pela combinag¢ao de duas
teorias: Teoria da Deformacéao Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) para aproximacgao
dos campos de deslocamentos mecéanicos e Teoria das Camadas Equivalentes
Discretas para modelagem dos potenciais elétricos. Desta forma, considera-se o
campo de deslocamentos mecanicos concebido de forma condensada em uma unica
camada equivalente e o potencial elétrico distribuido por camadas (REDDY, 1997).

O modelo eletromecénico deterministico foi concebido de forma parametrizada.
As principais variaveis de projeto foram fatoradas de matrizes de massa e rigidez. Tanto
estas variaveis aleatorias como a resisténcia circuito resistivo foram modeladas como
campos estocasticos homogéneos Gaussianos. Para discretizacdo destes campos
estocasticos, faz-se a utilizagcdo do método de Expansdo em Série de Karhunen-
Loéve (KL), o qual consiste no acoplamento entre o desenvolvimento em série do
campo aleat6rio com uma analise espectral para selecao dos termos mais importantes
da série. Deste modo, intervém-se diretamente no processo de integracdo e obtém-
se as matrizes exatas de massa e rigidez do sistema (GHANEM E SPANQOS, 1991).
Portanto, € possivel avaliar a variabilidade das respostas em virtude da propagacao de
incertezas no modelo, utilizando-se da Simulacéao de Monte Carlo (MCS), combinada
com a amostragem por HiperCubo Latino (LHC) como estocastico solver.

2| FORMULACAO DETERMINISTICA DO PROBLEMA MECANICO

De acordo com a FSDT, os deslocamentos em um ponto arbitrario do elemento
sao expressos como apresentado na Equacao (1).

U(x.y,zt) = Ay (Z)u(x,y,t) = (Ag + ZAq1)(X,y,1) (1)
onde U(x,y,zt) denota o vetor dos campos de deslocamentos mecanicos, A,(z)
€ a matriz contendo o termo fatorado, z, que diz respeito a espessura e, 0 termo

u(x,y,t), que € o vetor que contém dos cinco graus de liberdade mecanicos.
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Adota-se um elemento finito de placa plana retangular com oito nés da familia
Serendipity (REDDY, 1997), o qual n&o possui n6 central. Na teoria FSDT séao
considerados cinco graus de liberdade em seu campo de deslocamentos, assim, um
total de quarenta graus de liberdade por elemento finito.

O vetor campo de deslocamentos totais de um elemento finito, u(x,y,t), pode
ser escrito levando em consideragcao a contribuicdo de cada no, u,(t), de forma que,
u(&,n,t) =N(& n)ug(t). Esta correspondéncia é realizada por meio das Fungoes
de Forma, N(&,77), que representam as particularidades do elemento e estdo ja
representadas em termos das coordenadas locais e definidas no trabalho de Faria
(2006). E Necessario trabalhar com um sistema local de coordenadas, (&,77), uma vez
que, o calculo via integracao das matrizes elementares deve ser realizado no sistema
local. Para transformacéo linear de coordenadas, utiliza-se o Jacobiano, J, (FARIA,
2006).

Assumindo-se pequenos deslocamentos e considerando-se o campo de
deslocamentos mecéanicos previamente definido, uma relacdo condensada entre
deformagdes e deslocamentos pode ser obtida em termos dos efeitos de flexao-
membrana, e,, e deformacédo cisalhante, e, que sdo relacionados pelas matrizes
de operadores diferenciais, D, e Dy, respectivamente, (MENDONGCA, 2005; FARIA,
2006):

ep(&,1,2,t) = (Dg + ZD4)N(E, 7)ug (t) = (Bpg + ZBpys)Ue (2.9)

£5(&7,2,t) = Ds(Z)N(S,7)ug(t) = BsoUe (2p) (20)

A partir da energia cinética, a matriz de massa é obtida a nivel elementar, com o
parametro espessura das camadas, {,, fatorado (FARIA, 2006):

n n 3
M, = 3 [ oNTATANGY, = 3t oMY
k=1v, k=1i=1 3)

onde, (.)T é utilizado para indicar a transposicao da matriz, Ok é a densidade do
material da k -ésima camada, V, é o volume do elemento finito e, o termo relacionado
a espessura do material, ¢/ = (z} 4 —z})=[k' - (k-1 )j]h,’;, sendo hy a espessura
das camadas, com i =1,...,3.

Utiliza-se neste trabalho de materiais ortotropicos, cujas propriedades sao
fortemente dependentes das diregcbes das fibras. As matrizes de propriedades
mecanicas e elétricas podem ser transformadas por uma rota¢gdo de um angulo em torno
do eixo z, utilizando-se, T, para propriedades mecénicas, ou Q, para propriedades
elétricas. Como exemplo de rotacéo, a matriz de propriedades mecénicas que leva em
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consideracéo as dire¢bes das fibras do composito é dada por, C; = TCT", e a rotacéo
da matriz de permissividade elétrica, ¥, & dada por z =Q Q" (FARIA, 2006; DE
LIMA, 2007; ZAMBOLINI-VICENTE, 2014; RIBEIRO e DE LIMA, 2014).

Por meio da energia potencial de deformag¢ao mecanica, as matrizes de rigidezes
podem ser obtidas, em termos dos efeitos de flexdo-membrana e cisalhamento, além
também, de serem parametrizadas em termos das espessuras das camadas e dos
angulos de direcdo das fibras do material.

n (k) 3 wik)
ti(ci (KU + cZ oK) + seei 3K +

n
j BL.CoBuuJdV, = 3.3

2.2 (k)
=1+ Kubf + S, Cy 5Kubf + Sk Ck 6Kubi)

n n
KSs = [ BioCuBeoddV, = > > th(ck 1KUY + scy KU + 87 3K(f)) )
v, k=1i=1
onde, By, = egf:b, By = a{es, Cyt é a matriz de propriedades mecénicas para
o efeito de flexdao-membrana ( ja considerando-se a influéncia dos angulos de direcao
das fibras do compésito laminado), C;, € a matriz de propriedades, mecénicas para o
efeito de cisalhamento, s, = sin(€y), ¢, = cos(bk) e 6 é o angulo de direcdo das
fibras da k -ésima camada do compdsito laminado.
Como é sabido, amatrizderigidez mecanicaelementarédadapor K¢, = K7, + K&
. Para se obter as matrizes globais e massa e rigidez, procedimentos classicos de
montagem por elementos finitos foram utilizados considerando-se a conectividade dos
nos. Assim, a seguinte equagdo do movimento na forma matricial pode ser obtida.

Muu.il(t) + Kuuu(t) = f(f) (6)

onde M,, e K,, sdo as matrizes globais de massa e rigidez mecanica,
respectivamente, u(t) € o vetor contendo os graus de liberdade globais e f(t)é o vetor
dos carregamentos generalizados.

1. MODELAGEM DETERMINISTICA DO PROBLEMA ELETROMECANICO

Para modelagem de estruturas compositas laminadas contendo elementos
piezelétricos, a Teoria FSDT é utilizada para aproximar o campo de deslocamentos
mecanicos e o0s potenciais elétricos séo distribuidos discretamente ao longo das
camadas piezelétricas (SARAVANOS e HEYLIGER, 1995; CHEE 2000).

CD(k)(é,z?,z,t) = Lk(Z)N(QE’I?)q)ek(t) = N;é(é:’??sz)q)ek(t) (7)
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onde ®«) é o potencial elétrico da k-ésima camada, sendo que, @, S&0 os
potenciais elétricos nodais, L, s&o as fungdes layerwise transversais (CHEE, 2000).

O campo elétrico € dado pelo negativo do gradiente do potencial elétrico e pode
também ser escrito em termos das Fun¢des de Forma e dos potenciais elétricos nodas
(FARIA, 2006).

E()(S7:2,t) = =VNy(S,77,2)D i (t) = —By(S,77,2)P e (1) (8)

A matriz piezelétrica-elastica-dielétrica que demonstra o acoplamento
eletromecanico e as relagbes entre a tensao mecénica, o, deformacédo mecénica, &
, deslocamentos elétricos, D, e campo elétrico, E, é apresentada na Eq. (9) (CHEE,

2000):
olle el
D €, Xt E ©)

onde e; sdo as constantes dielétricas, 4t é a matriz de permissividade elétrica,
ambas ja considerando a influéncia as direcdes das fibras do material.

Para o sistema acoplado eletromecénico, as matrizes de rigidezes elementares
sé&o agora obtidas por meio da energia de deformacéo, envolvendo a contribuicéo
elétrica da seguinte forma (FARIA, 2006):

U, = [(cTo ~E'DYV,
ve (10)
Pela combinacado da Eq. (9) e Eq. (10) as matrizes de rigidezes eletromecanicas,
Kﬁ¢ /Ke , € elétrica, %, podem ser obtidas, respectivamente, com as seguintes
integracdes (FARIA, 2006):

n zy+1 &=1 »p=1

=2 [ [ [ (BlewBy +BloeyB, )Jdndédz

k=1z:zk IJ__',‘-’:—‘l ;7:—1

(11)

n zZx+1 &£=1 p=1

b = Z _[ _[ j (—B;-ol’sz@o - BB, )Jdndédz
k=1z=z, &=—1p=-1 (12)

onde, Kij, = KZUT‘ By e Bjo dizem respeito a condi¢do de circuito fechado e
circuito aberto, respectivamente.

Como visto nas Equacdes (4) e (5), a matriz mecénica elementar foi
parametrizada em termos das espessuras das camadas e dos angulos de direcéo
das fibras do material. As matrizes elementares de rigidezes eletromecanica e elétrica
podem ser também parametrizadas como mostrado na sequéncia.

e 1 KOS + 1 CPKD) + tesCi KO3 + b sEKDS + 17K +
Up =t | 2211 L 42 12 | 122K13
tk +tkaKu¢, + tkSkaKu¢ + tkskKugﬁ (13)
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W‘_E 13

o 1 {tngg + b, CeK G + sk K33 + b sEKSS + tEcEKly + ]
2 12 2a2 3.2kl 3 22 3.2K23
+tkSkaK¢¢ + tkSkKW, + tkaK;ﬁng + tkSkaK(M + tkSngMw (14)

De posse das matrizes elementares de massa e rigidezes mecanicas,
eletromecanicas e elétricas, pode-se obter a equacdo do movimento do sistema
eletromecanico na forma matricial a nivel global via emprego de procedimentos
classicos de montagem de elementos finitos conhecendo-se a conectividade dos nos,
como dado na Eq. (15):

{Mw oH'u(t)}{Kw Kﬂ{u(t)}:{f(t)}
0 0 (D(t) K(ﬁU KW fD(f) q(t) (15)

onde Kys ¢ Ky sdo as matrizes globais de rigidezes eletromecanica e elétrica,
respectivamente, K,, = K}, O(t) sdo os potenciais elétricos globais, q(t) é o vetor
das cargas elétricas a nivel global.

3.1 Inclusao do circuito elétrico shunt no modelo

A andlise que se segue, se da no dominio de Fourier. Boylestad (2016) apresenta
alguns conceitos basicos de circuitos elétricos e, dentre eles, a definicdo de corrente
elétrica como sendo a variagao instantanea de cargas no tempo. Além disso, segundo
a Lei de Ohm, a corrente elétrica € proporcional ao potencial elétrico, sendo essa
proporcdo, o inverso da impedancia elétrica do circuito. Tais equivaléncias séo
apresentadas na Eq. (16).

m =1(t) = Z‘1CD(t) — (Fourier ) - Q(w) = (1/ja))Z‘1(a))L€D(co)

dt (16)
onde a matriz L permite selecionar dentre os potenciais elétricos independentes,
aqueles que correspondem aos eletrodos dos circuitos shunt conectados e Z € a
matriz de impedancias elétricas.

A partir da segunda equag¢do do movimento no dominio de Fourier combinada

com a Eq. (16) para cargas elétricas, obtém-se:

Z ()
jw

nguU(a))+[K¢¢ - L]d)(a))=0

(17)

Pode-se entdo encontrar a funcao de resposta em frequéncia (FRF) do sistema
eletromecanico, Eq. (18), combinando-se a primeira equagéo do movimento no dominio
de Fourier e a Eq. (17), exclusivamente em termos dos graus de liberdade mecanicos.
-1

H() - o

-1
-0’M,, +K,, - Ku¢(K¢¢ - .iz—1(w)J KW}
(18)
AFRF dosistemaeletromecéanicodadanaEq. (18) pode serutilizada paradiferentes
tipos de circuitos shunt mediante a introducao das expressdes correspondentes de
suas impedancias elétricas, indicadas por Z.
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31 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS ESTOCASTICOS

De acordo com Ghanem e Spanos (1991) um campo aleatério H(X,8) é uma
colecao de variaveis aleatérias indexadas por um conjunto de parametros continuos
x € Q,onde Q c R? representa o conjunto aberto que descreve a geometria do sistema
fisico. O procedimento de discretizagéo utilizado se baseia na aproximacgdo de H(x,6)
por HI( x,0). Dentre as familias de métodos utilizados para discretizar espacialmente
um campo estocastico, detalha-se o desenvolvimento proposto por Karhunen-Loéve
(KL) como apresentado por Ghanem e Spanos (1991). A discretizacao por KL de um
campo aleatério gaussiano homogéneo é apresentada na Eq. (19):

H(%,0) = u(x) + ifﬂr(emx)

(19)

onde {¢r.r € N'} sdo as variaveis ortogonais de média zero e {4..f. (X)} sdo as
solugcbes do problema de autovalores dado pela chamada de Integral de Fredholm,
dada na Eq. (20).

I I gl (/b )=(yi=ya/ly))g, (X2,y2 )dXodys = A (X4,y1)
Q,Q, (20)
A resolucéo da Integral de Fredholm pode ser encontrada de forma detalhada
no trabalho de Ghanem e Spanos (1991). A escolha da funcéo de covariancia do tipo
exponencial possui como consequéncia imediata a propriedade da separabilidade e,
destaforma, o problema bidimensional utilizado nestamodelagem pode serdesacoplado
em dois problemas de autovalores unidimensionais,f (X,¥) = (X)f;(¥) ¢ 4 = 44,
(GHANEM e SPANOS, 1991; DE LIMA, 2007; SUDRET, 2007).
Pode-se entao expressar estes termos da seguinte maneira. Para o caso onde i
e j sdo impares (i 21e j21).
A = 2201 ' fi(x) = a;cos(wx) A = 2202 i G(Y)=01003(01Y)
@f + Ccf . . @j +C5 -

(21)

onde =1l ¢ =Y, a=1//a+sin(2wa)/2¢ e af=1/\/b+sin(2wjb)l2wj _

Ja termos @ e ®@; representam as solugbes das seguintes equagOes
transcendentais nos respectivos dominios, [(i —1/2)z/a,iz/a]e [(j - 12)x/b,iz/b]

ci-astg(wa) = 0; cr-wjtg(wib) =0 22)
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Para o caso onde i e j s&o pares (f 22¢ )2 2):

2¢;  fi(x) = ¢;sin(w;x) 1 2c;  fi(y) = a;sin(w;y)
wf +c? . 7wt +os,

Jj =
23)

onde a=1/\/a-sinRma)2w «;=1\[a-sinwb)2w; .

Utilizando-se da expansao de KL, é possivel modelar as matrizes estocasticas
elementares de massa e rigidezes da estrutura eletromecénica, como apresentado a
seqguir.

MS, (0) = jH (x.y,0)(N'N)dQ, = M® +Z [ V7€) (x,y)(NTN)d g
k=10 k 1!2
‘ (24)

=i H(x,y,0)(B/CB, )dQ, =KE, + ijg, .y)(B/CB, )dQ,

k=10, - (25)

KEy(0) =2 [ H(xy.0)(BleB, )dQ, =K, + 3, [ VAL (0, (x.y)(BjeB, )da,
=10

y 1o, (26)
KB(0) = 1lfH xy,0)(B} ( ,)d0y B ﬁ;aazj\/_a O (. ) 5 ¢ 4)dQs
e (27)

onde k € o numero de camadas da estrutura.

Pode-se observar nas equacbes estocasticas que tanto a matriz de massa
quanto as de rigidezes possuem um porcado deterministica, que é calculada como
apresentado na secao anterior, como uma porcao estocastica (DE LIMA, RADE e
BOUHADDI, 2010; KOROISHI et al, 2012).

De posse das matrizes elementares estocasticas de massa e rigidezes, pode-se
obter as matrizes estocéasticas globais em suas formas matriciais a nivel global via
emprego de procedimentos classicos de montagem por elementos finitos conhecendo-
se a conectividade dos noés. A resposta em frequéncia do sistema estocéastico
eletromecanico acoplado de circuito elétrico shunt pode entdao ser escrita como
apresentado na Eq. (28).

-1

H(,0) = | ~0?M(0) + K, (0) - Ku¢(8)(K¢¢(9) _ jiwz-1(w. 9))_1 KM&)}
28)

41 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo, sao apresentados os resultados das simulagdes numéricas para
uma viga de material compédsito engastada-livre contendo um elemento piezelétrico
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acoplado de um circuito elétrico shunt. A Figura 1 ilustra as caracteristicas geométricas
do sistema a ser investigado e a malha de elementos finitos. As dimensdes sdo dadas
em metros. Desta forma, a viga possui comprimento total de 0,306m, sendo que todas
as camadas possuem a mesma espessura, 0,002m, inclusive o PZT, e a mesma
largura, 0,025m. Foi investigada a seguinte configuracdo para as orientacbes das
fibras do compésito [0°/90°/90°/0°].

] i ]
2 'Z I
= { =
[=]
PZT -
; T T T ]
- ! 1 f I
1 1 1 |
1
/|/0.0 1 0\|/ 0,046 0,062 L 0.062 ‘ 0,062 \I/ 0,062 \\
< K >R < oK 21

Figura 1. Viga compésita com piezelétrico acoplado de circuito elétrico shunt.

A densidade do material compésito € dada por p = 1566 kg/m?® e a do piezelétrico,
p = 7700 kg/m3. A Tabela 1 apresenta as propriedades mecénicas tanto do compadsito
quanto do piezelétrico, onde G e E, sdo, respectivamente, o Moédulo de cisalhamento
e 0 Médulo de Young, os quais, foram multiplicados por um fator complexo f=5x103,
de forma a considerar o efeito do amortecimento inerente a estrutura.

Material E,(Pa) E,(Pa) E3(Pa) G,(Pa) G, (Pa) G,(Pa) vy, V., '
Compésito  1.72x10"  6.89x10° E, 3.45x10° G, 1.38x10° 0.25 0.25 0.30
PZT G1195 6.90x10'° E1 E 2.59x101" G G12 0.33 0.33 0.33

1 12

Tabela 1. Propriedades mecéanicas.

A Tabela 2 apresenta as propriedades elétricas e eletromecénicas do PZT.

Material e, (C/m?) e, (C/m?) e, (C/m) e,(C/m?) e, (C/m?) A1 X22 X33
(F/m)  (F/m)  (F/m)
PZT 0.00 0.00 -18.30 -9.01 901 15x10° T
G1195 1 '

Tabela 2. Propriedades elétricas e eletromecanicas do PZT.

Para fins de atenuacao dos niveis de vibracéo e ruido do primeiro modo do sistema
dindmico, utilizou-se do circuito elétrico shunt resistivo com o intuito de realizar este
controle de forma passiva. O valor de resisténcia do circuito foi calculado como sendo
6timo de acordo com Hagood e Von Flotow (1991), obtendo-se um valor de resisténcia
igual a R = 96907,000Q).
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Figura 2. Amplitudes do primeiro modo de vibragédo da viga sem circuito shunt e com shunt
resistivo.

Observa-se pela Figura 2 que com a utilizagao do circuito houve uma reducao de
aproximadamente 40dB da amplitude do primeiro modo de vibragdo. Houve também
um ligeiro deslocamento em frequéncia no modo de interesse, assemelhando-se
aos resultados obtidos ao se atribuir caracteristicas viscoelasticas ao sistema. O
comportamento de viscoelasticos pode ser melhor compreendido no trabalho de De
Lima (2007).

Nas proximas secbOes é dada énfase as simulagcées do problema estocastico
eletromecanico, de forma a computar as incertezas presentes tanto nos parametros
estruturais, os quais foram fatorados das matrizes de massa e rigidezes do sistema,
como no parametro resisténcia do circuito elétrico shunt resistivo.

O dominio estocéstico foi definido levando-se em consideracéo varios estudos
presentes na literatura como o trabalho de Ghanem and Spanos (1991), Sudret
(2007), De Lima, Rade e Bouhaddi (2010), Koroishi et al. (2012) onde este dominio
e o comprimento de correlagcdo foram selecionados de acordo com o tamanho do
elemento finito. Além disso, observa-se na literatura que, quatro termos na expansao
em série de KL sao suficientes para modelar o comportamento estocastico. De forma
a garantir a convergéncia, dez termos foram utilizados nas simulagdes. Fixando-se 0
numero de termos da série em dez, foi observado que todas as simulacoes realizadas
convergiam com menos de 500 individuos na amostra, sendo esta entdo a quantidade
utilizada.

5.1 Viga compodsita com PZT sem shunt acoplado

Nesta secdo s&o apresentados o0s primeiros resultados das simulagdes
estocasticas realizadas com a viga da Fig. 1 sem a presenca de circuito shunt. Assim,
0 unico amortecimento € o inerente a estrutura. No primeiro conjunto de simulacées
apenas as espessuras das camadas foram tomadas como aleatérias. Os angulos foram
simulados como sendo deterministicos considerando seus valores médios dados por
[0°/90°/90/0°]. Os envelopes de FRFs para este primeiro caso puderam entao ser
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obtidos.

A Figura 3 apresenta quatro cenarios de simulagdes: Fig. 3(a), onde o valor das
espessuras de cada camada, dado por 0,002m, foi variado, simultaneamente, em
torno desse valor médio em cinco por cento, dez por cento na Fig. 3(b), quinze por
cento na Fig. 3(c) e vinte por cento na Fig. 3(d).

120 | 4 120 | I I

(a) —_FRF - min (b) —_FRF - min
10 | _FRF -média | | 1o | _FRF - média
—FRF - max

1e-6)
1e-6)

— FRF - méx

100 |

90 |

80 L

Amplitude [dB] (Ref.
Amplitude [dB] (Ref.

70 |

L L L L L L L L L L L L L L
147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2 147 147.2 147.4 1476 147.8 148 148.2

Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]]

: :
20 Fe) _FRF-min

1e-6)
1e-6)

Amplitude [dB] (Ref::
Amplitude [dB] (Ref.:

L L L L L L L L L L L L L L
147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2 147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2

Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 3. Variaveis estocasticas: espessuras das camadas. Envelopes de FRFs estocésticas
com niveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

No segundo conjunto de simulacdes, tanto as espessuras das camadas como
os angulos das fibras das camadas de compdésito foram tomados como randémicos e
variados simultaneamente. A Figura 4 apresenta quatro cenarios de simulagdes: Fig.
4(a), onde o valor das espessuras de cada camada, dado por 0,002m e os angulos
dados por [0°/90°/90/0°], foram variados, simultaneamente, em torno desses valores
médios em cinco por cento, dez por cento na Fig. 4(b), quinze por cento na Fig. 4(c) e
vinte por cento na Fig. 4(d).

Para ambos conjuntos de simulagdes, Fig. 3 e Fig. 4, ao se aumentar o nivel de
disperséo dos parametros, a variabilidade das FRFs também aumentou, tornando-
se assim, maior o intervalo de confianca. Observa-se também que as FRFs médias
estocasticas estdo dentro dos envelopes formados pelas FRFs minimas e maximas
estocasticas, o que indica uma boa predicédo do modelo frente ao quadro de incertezas.
Além disso, comparando as amplitudes das FRFs dadas na Fig. 3 com as da Fig. 4,
nota-se que ao se considerar os angulos das fibras do compdsito como sendo também
variaveis incertas, pouca mudanca foi observada nas respostas dindmicas do sistema
estocastico e, assim, pode-se inferir que as espessuras das camadas possuem, neste
caso, maior influéncia no aumento da variabilidade das FRFs e consequente aumento
do intervalo de confianca.
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Figura 4. Variaveis estocasticas: espessuras das camadas e angulos de dire¢coes das fibras.
Envelopes de FRFs estocasticas com niveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

5.2 Viga compodsita com PZT acoplado de circuito shunt resistivo

Nesta secdo, as simulagdes realizadas consideram a viga compoésita com
piezelétrico acoplado de circuito elétrico shunt resistivo. No primeiro conjunto de
simulacoes, Fig. 5, somente a resisténcia do circuito resistivo é assumida como incerta,
sendo seu valor nominal de R = 96907,000Q).

A Figura 5 apresenta quatro cenarios de simulagdes: Fig. 5(a), onde o valor da
resisténcia do circuito resistivo foi variado em torno do seu valor médio em cinco por
cento, dez por cento na Fig. 5(b), quinze por cento na Fig. 5(c) e vinte por cento na
Fig. 5(d).

Ja& no segundo conjunto de simulacdes, além do valor da resisténcia do circuito
shunt resistivo, os parametros estruturais, espessuras das camadas do compoésito
e PZT e angulos das fibras das camadas do compgésito, foram considerados como
sendo incertos. Desta forma, a Figura 6 apresenta quatro cenarios de simulagdes: Fig.
6(a), onde os valores nominais das espessuras, dos éngulos e da resisténcia foram
perturbados, de forma simultdnea, em cinco por cento, dez por cento na Fig. 6(b),
quinze por cento na Fig. 6(c) e vinte por cento na Fig. 6(d).
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Figura 5. Variaveis estocasticas: resisténcia do shunt resistivo. Envelopes de FRFs estocasticas
com niveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.
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angulos de diregcbes das fibras. Envelopes de FRFs estocasticas com niveis de incerteza de: (a)
5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

Para ambos conjuntos de simulag¢des, pode-se notar que: 0 aumento da disperséo

dos parametros incertos leva a um aumento da dispersao das FRFs estocasticas e

que, as FRFs médias estocasticas se encontram dentro dos envelopes formados pelas

FRFs minimas e maximas estocasticas, indicando boa predicdo do modelo.

E importante salientar que ao se comparar as FRFs do sistema eletromecanico

acoplado com shunt resistivo, dadas na Fig. 5 com as da Fig. 6, nota-se que, ao

se considerar além da resisténcia do circuito as espessuras das camadas e as

direcbes das fibras como sendo também variaveis aleatérias, poucas mudangas foram

observadas nas respostas do sistema. Pode-se portanto inferir que as incertezas

advindas da resisténcia, neste caso, possuem maior influéncia na variabilidade e

consequente aumento do intervalo de confianca das FRFs da estrutura em relacéo as
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incertezas associadas aos parametros estruturais. A baixa relevancia dos parametros
da estrutura na variabilidade das respostas do sistema pode ser explicada pelas
pequenas dimensdes da viga simulada se comparadas com a ordem de grandeza
do parametro resistivo. Outro aspecto que merece destaque é a robustez inerente ao
shunt resistivo uma vez que, mesmo para os piores casos, dados pelos cenarios das
Figs. 5(d) e 6(d), este circuito continua a realizar a atenuag¢ao dos niveis de vibragao
guase da mesma maneira que para o caso deterministico onde se considera o valor
6timo de resisténcia calculado.

51 CONCLUSOES

De acordo com as respostas dindmicas obtidas, observa-se que os procedimentos
de modelagem desenvolvidos demonstraram-se eficientes para a caracterizagdo do
comportamento dindmico de sistemas estruturais de materiais compoésitos incorporando
elementos piezelétricos acoplados a circuitos elétricos shunt.

Foi possivel verificar a grande capacidade de atenuacéo dos niveis de amplitude
de vibragdo do circuito shunt resistivo, sendo que, a utilizagdo do circuito elétrico
shunt resistivo acoplado a estrutura desloca um pouco a frequéncia de ressonancia,
semelhante aos resultados obtidos ao se atribuir caracteristicas viscoelasticas ao
sistema.

Em todas as simulacdes realizadas, observou-se que com o aumento do nivel de
dispersao dos parametros considerados como sendo incertos, aumentou-se também
a variabilidade das FRFs, tornando maior o envelope das fun¢des de resposta em
frequéncia estocasticas, expandindo-se o intervalo de confianga. Além disso, a FRF
média estocastica encontra-se, em todos 0s casos, dentro do envelope formado pelas
FRFs minimas e maximas estocasticas.

No que diz respeito a viga compédsita com piezelétrico de posse apenas do
amortecimento inerente a estrutura, dentre as variaveis avaliadas como sendo incertas,
neste caso, apenas as estruturais, pdde-se inferir que as espessuras das camadas do
composito e do PZT possuem maior influéncia no aumento da variabilidade das FRFs
e consequente aumento do intervalo de confian¢a do que os angulos de dire¢des das
fibras do compdsito. Isso pode ser explicado pelo fato de se tratar de uma viga de
pequena largura e, as direcées das fibras ndo impdem mudancas significativas na
rigidez do sistema.

No sistema eletromecénico acoplado de shunt resistivo, foi possivel observar
que, dentre as variaveis consideradas como aleatorias, inferiu-se que as incertezas
advindas da variabilidade da resisténcia do circuito, possuem maior influéncia na
variabilidade e consequente aumento do intervalo de confianca das FRFs da estrutura
em comparagcdo com as incertezas associadas a espessura das camadas e aos
angulos de direcbes das fibras. A pouca relevancia dos parametros da estrutura na
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variabilidade das respostas do sistema amortecido passivamente via shunt resistivo,
pode ser explicada pelas pequenas dimensdes da viga comparadas a ordem de
grandeza da resisténcia do circuito. Salienta-se a robustez adicionada pelo circuito
resistivo ao ser acoplado a estrutura mais PZT, uma vez que, mesmo para 0s piores
cenarios, sob a maxima dispersao no valor da resisténcia, este circuito continua a
realizar a atenuacao dos niveis de vibragcdo quantitativamente similar ao problema
6timo deterministico.

REFERENCIAS
BOYLESTAD, R. L. Introducao a Analise de Circuitos Elétricos. Pearson, 13.ed., 979f, 2016.

CHEE, C. Y. K. Static Shape Control of Laminated Composite Plate Smart Structure using
Piezoelectric Actuators. Tese de Pos-Doutorado, University of Sydney: Department of Aeronautical
Engineering, Sydney, Australia, 2000.

DE LIMA, A.M.G. Modélisation et Optimisation Robuste de I’'amortissement Viscoélastique de
Systémes Mécaniques. Tese de Doutorado, Université de Franche-Comté, 2007.

DE LIMA, A.M.G., RADE, D.A. e BOUHADDI, N. Stochastic Modeling of Surface Viscoelastic
Treatments Combined with Model Condensation Procedures. Shock and Vibration, v. 17, p. 429-
444, 2010.

FARIA, A. W. Modelagem por Elementos Finitos de Placas Compostas Dotadas de Sensores

e Atuadores Piezoelétricos: Implementacao Computacional e Avaliagcao Numérica, 152f.
Dissertacao de Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia, MG, 2006.

GHANEM, R.G. e SPANOS, P.D. Stochastic Finite Elements — A Spectral Approach. Spring Verlag,
1991.

HAGOOD, N. W. e VON FLOTOW, A. Damping of Structural Vibrations with Piezoelectric
Materials and Passive Electrical Networks. Journal of Sound and Vibration, v. 146, n. 2, p. 243-268,
1991.

KOROISHI et al. Stochastic Modeling of Flexible Rotors. J. Braz. Soc. Mech. Sci. & Eng. v. 34
no.spe2 Rio de Janeiro, 2012.

MENDONCGCA, P. T. R. Materiais Compostos & Estruturas - Sanduiche: Projeto e Analise. Manole,
1. ed., 2005.

REDDY, J. N. Mechanics of Laminated Composite Plates: Theory and Analysis. 2. ed. Florida:
CRC Press, 1997.

RIBEIRO, L. P. e DE LIMA, A. M. G. Projeto Otimo de Circuitos Shunt para o Controle de
Vibraces de Estruturas Compostas. Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on
Computational Methods in Engineering, Fortaleza, Brazil, 2014.

SARAVANQOS, D. A. e HEYLIGER P. R. Coupled Layerwise Analysis of Composite Beams with
Embedded Piezoelectric Sensors and Actuators. Journal of Intelligent Material Systems and
Structures, v. 6, n. 3, p. 350-363, 1995.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 9



SUDRET, B. Uncertainty propagation and sensitivity analysis in mechanical models -
Contributions to structural reliability and stochastic spectral methods. Clermont-Ferrand
(France): Habilitation a diriger des recherches. Université Blaise Pascal; 2007.

VIANA, F.A.C. Amortecimento de vibracdes usando pastilhas piezoelétricas e circuitos shunt
ressonantes. 105f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, 2005.

ZAMBOLINI-VICENTE, B. G. G. L. Projeto robusto de circuitos shunt para o controle passivo
de vibrac6es de estruturas compostas. 97f. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia, 2014.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 9




CAPITULO 10

PROJETO E ANALISE DE VIBRACOES POR ELEMENTOS
FINITOS DE UM CHASSI TIPO SPACE FRAME MINI-BAJA

Marcos Claudio Gondim
Centro Universitario UNIFANOR, Departamento
de Engenharia Mecénica

Fortaleza — CE
Ellberlandyo Lima Grangeiro

Centro Universitario UNIFANOR, Departamento
de Engenharia Mecénica

Fortaleza — CE
Antonio Eurick Soares Campelo

Centro Universitario UNIFANOR, Departamento
de Engenharia Mecénica

Fortaleza — CE
Lucas Rodrigues Oliveira

Centro Universitario UNIFANOR, Departamento
de Engenharia Mecéanica

Fortaleza — CE

Bruno de Oliveira Carvalho

Mestre em Administracdo de Empresa pela
Universidade de Fortaleza (Unifor). Professor do
curso de Engenharia Mecéanica UniFanor | Wyden
— bcarvalho@fanor.edu.br

RESUMO: O objetivo desse trabalho e projetar,
analisar e validar um chassi tipo Space Frame
para equipe Mini-Baja UNIFANOR, que
participara em 2018 da sua primeira competicéo
Mini-Baja SAE (Society of Automotive
Engineer) etapa Nordeste. A competicao e
realizada mundialmente entre graduandos
em Engenharia com o objetivo de desafiar os
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estudantes a vivenciar situagcbes do mundo
profissional. O chassi e um dos componentes
mais importante do projeto, e segue algumas
normas estabelecidas em seu REGULAMENTO
ADMINISTRATIVO E TECNICO BAJA SAE
BRASIL - RATBSB, que fornece instrucdes
basicas para Desenvolvimento do projeto,
utilizou se também de estudos de antropometria
para desenvolvimento de conforto e segurancga
para o piloto. Feito todo estudo de projeto o
Chassi foi modelado em 3D no SOLIDWORKS,
para validacdo do modelo foi realizada uma
analise Modal em elementos finitos utilizando
o software CAE (Computer Aided Engeneering)
ANSYS 18.1. Na anélise Modal de corpo
livre onde os resultados apresentados nas
simulagbes mostraram que a estrutura e
estavel e esta dentro do Range de frequéncias
estudado por Kabilan (2016).
PALAVRAS-CHAVE: Chassi.
Projeto. Analises.

Mini-Baja.

11 INTRODUCAO

Atualmente, projetos que envolvem e
precise de validacdes especificas, sao estudas e
analisadas pela engenharia de forma criteriosa,
com a precisdo necessaria de softwares que
facilitam trabalhos, ajudando também em

alguns parametros como tempo, prazo e custo.
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A competicdo BAJA SAE foi desenvolvida nos Estados Unidos, tendo sua primeira
edicdo em 1976. Chegou ao brasil no ano de 1991 com inicio de atividades SAE
BRASIL, mas a primeira competicdo nacional ocorreu apenas em 1995 em Séo Paulo.
A partir de entao, varias competicées ocorreram em varios estados do pais.

Essa disputa é para estudantes de engenharia que se interessam pelo assunto
e procuram uma forma de obter mais conhecimento na area. A competicdo em si tem
o proposito de aprimoramento de competéncias adquiridas em sala de aula e assim
coloca-las em pratica, mas também para o aluno ter a chance de viver uma experiéncia
no mundo de competicao, projeto, automobilismos e se tornando assim um profissional
melhor. No Brasil, o projeto recebe o nome de Programa Baja SAE BRASIL.

O que é chassis? “Chassis € a estrutura principal onde sdo fixados todos os
elementos do motor, transmissdo, suspensao e direcao do veiculo. ” (EDGARD
BLUCHER, 2005, 1232 p).

Tipos de chassis usado nos automéveis atualmente:

Carroceria sobre o chassi: € muito utilizado em veiculos de carga, off-roads
e pick-up por ter um bom comportamento em tor¢des, deixando o veiculo menos
rigido em estradas gracas a tecnologias dos coxins e também melhoramento do seu
comportamento dindmico em altas velocidades. Figura 1 e 2.

Figura 1. Carroceria sobre o chassi

Fonte: Agrale.com

Figura 2. Carroceria sobre o chassi

Fonte: Agrale.com
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Carroceria e Chassi unidos (Monobloco):

Atualmente é visto em grande parte dos veiculos de passeio, primeiramente por
estratégia da manufatura de montadoras automotivas por facilitar a alta producéo em
série.

A Figura 3 representam o chassi monobloco, a carroceria e o chassi como um so.
Toda a suspensao e acessorios sdo montadas sobre a estrutura.

Figura 3. Monobloco

Fonte:carrosinfoco.com.br

Algumas variagoes de Arquitetura de chassis:
Chassi de Longarinas Tipo Escada: Figura 4, a estrutura € composta por dois
perfis paralelas e com diversas longarinas transversais unindo os perfis.

Figura 4. Chassis de Longarina Tipo Escada

Fonte: maxionsc.com

“Estrutura tipo escada proporciona ao chassi boa resisténcia a flexao, elevada
rigidez de peso, baixa rigidez a tor¢ao, devido a configuragao praticamente plana, e
menor capacidade de deformacéo. ” (EDGARD BLUCHER, 2005, 1232 p).

Chassi plataforma: E um conjunto dos principais componentes do projeto de um
carro, geralmente dividida entre modelos ou mesmo marcas distintas. Esta presente
atualmente como chassi padréao para a maioria dos veiculos de uma Unica marca.

Na Figura 5, mostra um exemplo e deixa facil visualizar como o veiculo fica quase

montado por completo.
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Figura 5. Chassi Plataforma

Fonte: Educacaoautomotiva.com

Chassi Space Frame (Tubular): E composto basicamente de uma estrutura de
tubos metalicos parecido com uma gaiola de tubos. Os mesmos séo de aco estrutural
soldados nos nés de extrema resisténcia, com variacéo das espessuras dependendo
do projeto e todo de reforgos estratégicos definidos na analise fisica feita.

Na Figura 6, mostra um exemplo de um carro de competicao.

Figura 6. Chassi Space Frame (Tubular),

Fonte: grabcad.com

O chassi escolhido para o Mini-Baja UNIFANOR foi o Space Frame (Tubular),
por apresentar a caracteristica de suportar diversas variagdes de esforgos, torcoes,
forcas laterais e diferentes frequéncias juntas, tudo transferidas da suspensao, motor,
acessorios e também de todo e qualquer tipo forca atuante na dindmica do veiculo.

Para analisar os esforcos dindmicos presentes no chassi do Mini-Baja UNIFANOR
foi escolhida a analise computacional por facilitar em termos de projeto, principalmente
pelo fato de ndo necessitar de matéria fisica, apenas o poder do software desejado e
conhecimento na area do estudo feito. A parte do conhecimento técnico do software
sera para melhor visualizagcéo de pontos de falha, locais esses que podem resultar em
trincas ou até rompimentos ndo desejados quando o veiculo estiver em uso real.

Edgard Blucher (2005) usa os Métodos dos Elementos finitos (FEM) para analises
de estrutura. Mas o que € Métodos dos Elementos Finitos?

Visualmente, todos os procedimentos técnicos podem ser simulados num
computador com o FEM. No entanto, isso envolve a divisdo de qualquer corpo
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(gasoso, liquido ou solido) em elementos que sejam simples de forma (reta,
triangular, quadrada, tetraedro, pentaedro, ou hexaedro) t4o pequenos quanto
possivel e que estejam permanentemente ligados entre si pelos seus vértices (Nos)
(EDGARD BLUCHER, 2005, 1232 p).

O desenvolvimento de andlise tem varias aplicagdes no mercado atualmente,
onde a maioria tem o mesmo objetivo no estudo. Edgard Blucher (2005) chama de
Sistema de programa FEM toda a lo6gica até o resultado.

A criacédo de rede ¢ feita, sobretudo, automaticamente no processador, em sua
maioria em uma geometria CAD. O programa FEM calcula o modelo permutado de
computacado dessa maneira a mostra o resultado obtido numa forma grafica a partir
de um pos-processador (EDGARD BLUCHER, 2005, 1232 p).

Usando o FEM no chassi Space Frame do Mini-Baja UNIFANOR, podemos
analisar diversos comportamentos da estrutura com o intuito de melhoramento e teste
para a validagao do projeto.

2| OBJETIVOS

O objetivo desse estudo e modelar e analisar um chassi tipo Space Frame baseado
em estudos de Antropometria, normas RATBSB-SAE 2018 e estudo de vibragdes livres
por elementos finitos utilizando software ANSYS, para validar o prot6tipo a participar
pela primeira vez da competicao Mini-Baja SAE etapa Nordeste.

31 METODOS

O primeiro passo para o projeto de um chassi Mini-Baja e conhecer todas as
especificacdes do regulamento SAE 2018. Na Parte B-Requisitos Gerais de Projeto
especifica largura e comprimento maximo do veiculo e Capacidade Ergonémica do
veiculo, que define um percentil de 99% masculino e 1% feminino na qual o “veiculo
deve ser capaz de acomodar um condutor desde 1,90 m de altura, com peso de 109
kg até um condutor de 1,45 m de altura, com peso de 42 kg”. (RATBSB, 2018, p.14).

Partindo das dimensdes dos condutores analisamos os requisitos de seguranca
da Parte B6-Gaiola de Protecao que estabelece folgas minimas entre o condutor € 0
habitaculo, encontrando assim medidas criticas para a gaiola.

Segue abaixo pontos importantes da Especificacdo SAE, no qual foram analisados
e definido a lista de materiais, servi¢o, possiveis patrocinadores e custo do setor de
chassis e carroceria.

Para fabricacédo dos Membros primarios, a especificacdo determina os seguintes
materiais: Tubo de acgo circular com diametro interno de 25,4 mm (1 in) e espessura da
parede de 3,05 mm (0,120 in) e um minimo de 0,18% de carbono em sua composicao;
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Para fabricagdo dos Membros secundarios, a especificagdo determina o seguinte
material: Devem ser de tubo com espessura de parede minima de 0,89 mm (0,035 in),
diametro externo minimo de 25,4 mm (1 in) e conteludo de carbono de pelo menos
0,18%.

Feito uma analise das matérias quanto a sua disponibilidade e custo beneficio,
decidiu-se usar o Aco 1020 por atender as exigéncias da SAE e de baixo custo e facil

acesso.
PROPRIEDADES VALOR SAE 1020
DENSIDADE (Kg/m3) 7865
PROPRIEDADES Fl- TENSAO DE RUPTURA (MPa) 480
SICAS
RESITENCIA A TRACAO (MPa) 550
CARBONO, C 0,05 - 0,26
FERRO, Fe 99,08 - 99,53
PROPRIEDADES QUI- .
MICAS MANGANES, Mn 0,3-0,6
ENXOFRE, S <0,05
FOSFORO, P <0,04

Tabela 1: Propriedades A¢o 1020

Membros primarios

mmmm Membros secundarios

Figura 7. Membros da Gaiola de Protecéo
Fonte: Regulamento SAE BRASIL 2018
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Figura 8. Alturas dos membros SIM e RHO e posi¢éo do ponto C
Fonte: Regulamento SAE BRASIL 2018

4 1 ANALISES

Segundo Azevedo e Soriano (2003), o método dos elementos finitos consiste
em subdividir o dominio completo de um meio continuo em elementos menores de
geometrias simples, interligados entre si por pontos nodais que formam elementos e
uma malha, denominada malha de elementos finitos, ou seja, faz-se a discretizagao do
dominio objetivando facilitar a soluggo.

O software ANSYS e reconhecido mundialmente em analises por elementos
finitos, nele conseguimos realizar diversas analises, onde podemos testar todos
componentes do veiculo com objetivo de ganho de tempo e de erros de projeto.

Para uma avaliagédo da estrutura Space Frame modelada realizamos uma analise
Modal de corpo livre utilizando o software de elementos finitos ANSYS. A analise de
vibracdes livres e recomendada para estruturas afim de encontrar erros de geometria
e contato entre os elementos.

O estudo da frequéncia natural do sistema é de fundamental importancia no estudo
de estruturas, neste caso no chassi, pois forcas de excitacao externas originadas
Oou n&o na estrutura, possuem frequéncias naturais que caso coincidam com as
frequéncias naturais da mesma, as oscilagdes resultantes podem levar ao seu
colapso (Halliday et al., 2009)

Uma analise modal determina as caracteristicas de vibracéo (frequéncias naturais
e formas de modo) de uma estrutura ou componente de maquina. Ele também pode
servir como ponto de partida para outra analise dindmica mais detalhada, para que o
protétipo seja construido somente depois de todos os testes validados.

Para o procedimento de analise exportamos a geometria CAD modelada no
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SOLIDWORKS para o ANSYS.

0,00 500,00 1000,00 {mm)
250,00 750,00

Figura 9. Simulagéo Estrutural 3D

Fonte: Préprio Autor

Em uma simulacéo estrutural 3D utiliza se muito recurso computacional o que
leva muito tempo para as maquina executarem o processo. Contudo dentro das
ferramentas do ANSYS podemos transformar um elemento 3D em 2D mantendo uma
aproximacao dos resultados satisfatoria e uma rapida resposta.

Na proxima etapa do processo modelaremos a malha da estrutura, considerado
como o momento mais importante da simulag&o pois o tipo de elemento da malha
depende de alguns fatores como qual tipo de estudo, qual elemento sera gerado a
malha.

Como a estrutura foi simplificada para 2D, um elemento “Beam” ou viga foi usado
para representar a gaiola simplificando a malha e facilitando o trabalho da maquina
para realizar os calculos. Faz se necessario também um teste de convergéncia para
determinar a quantidade de elementos que mostrara resultados com boa aproximacao,
podendo assim evitar refinamentos desnecesséarios na malha e perda de tempo com
recursos computacionais eliminando custos e tempo do com o projeto.

Com todos os parametros definidos na geracéo da malha, realiza-se um teste
de convergéncia que consiste em variar a quantidade de nos para determinar uma
quantidade minima e os resultados ndo terem variagdes expressivas nos valores.

Na tabela 2 mostra a convergéncia dos resultados com o0 aumento do numero de

nos.
1° MODO 1° MODO 1° MODO 1° MODO N° DE ELEMENTOS
(Hz) (Hz) (Hz) (Hz)
54,38 64,19 68,32 86,58 768
54,25 64,06 68,22 86,54 1012
54,19 64,03 68,19 85,50 1380
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54,13 63,98 68,14 86,47 2216
54,11 63,96 68,13 86,46 6440
54,10 63,96 68,13 86,46 12658

Tabela 2: Convergéncia dos Resultados com Aumento do N° de Noés

Fonte: Préprio Autor

A partir dos dados da tabela 2 p6de-se visualizar a quantidade de 6440 nés, e que
a partir desse numero os valores nao sofrem variacées nos resultados, consideramos
entdo que essa quantidade de elementos e suficiente para uma andlise satisfatéria e
mostrara resultados consistentes.

Na Figura 10, mostra a malha gerada a partir do formato do elemento escolhido
e a quantidade necessaria.

|:| Multiple

1000,00 {rnrmy

Figura 10. Malha do Chassi

Fonte: Préoprio Autor

“O principal fator que contribui para a vibragéo forgcada é o motor, que € montado
na parte de tras do veiculo. A frequéncia de vibracdo do motor esta dentro da faixa de
15Hz-25Hz, como na maioria dos casos de um motor de 10Hp” (Kabilan 2016).
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Figura 11. Anélise do Comportamento do Chassi

Fonte: Proprio Autor

2,3556

1,702 g
1,0485 ‘
1,39504 Min g : .
,

000 500,00 1000,00 ()
I
25000 750,00

Figura 12. Analise do Comportamento do Chassi

Fonte: Proprio Autor
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Figura 13. Andlise do Comportamento do Chassi

wFonte: Préprio Autor

Visualizando as imagens do comportamento da gaiola vé que o primeiro modo
de vibracao e de torcdo, e que o segundo modo de vibragdo e de flexdo, o terceiro
modo de vibracdo uma combinacéo de torcédo e flexdo, o quarto modo também e uma
combinacdo de ambas.

A tabela traz todos os valores dos modos analisados e a resposta das estruturas
a essas frequéncias.

MODO FREQUENCIA (Hz) = COMPORTAMENTO

1 0 -

2 0 -

3 0 -

4 3,44E-04 -

5 1,89E-03 -

6 3,11E-03 -

7 54,114 Torcéo

8 63,97 Flexao

9 68,134 Torcéo e Flexdo
10 86,469 Torcao e Flexao

Fonte: Préprio Autor

51 CONCLUSAO

Analisando os resultados obtidos na analise Modal do ANSYS encontramos uma
faixa de frequéncia de 54,11 a 84,46Hz que esta dentro do range (40<Frequéncia
obtida<100 Hz) estipulado nos trabalhos de Kabilan (2016).

Podemos concluir que todo estudo para modelamento da estrutura Space frame
teve éxito diante dos resultados gerados pela analise em elementos finitos com o
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software ANSYS que por sua simulagcdo de vibragdes livres a gaiola para o primeiro
Mini-Baja Unifanor se mostrou estavel atendendo as exigéncias do projeto, ndo sendo
necessario alteragcdes estruturais.

REFERENCIAS

AZEVEDO, Alvaro Ferreira Marques. Método dos Elementos Finitos. 1. ed. Portugal: Faculdade de
Engenharia da Universidade do Porto, 2003.

Bosch, Manual de Tecnologia Automotiva. 25. ed. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 2005, 1232 p.

Filho, A. A. Elementos finitos: a base da tecnologia CAE. 6.ed. Sao Paulo: Editora Erica, 2013.
320p.

Halliday, D.; Resnick, R.; Walker, J. Fundamentos de Fisica: Gravitacdo, Ondas e Termodinamica.
8.ed. Rio de Janeiro: LTC, 2009. 310p.

Kabilan, K. M.; Murkute, A.; Marathe, A. H. Structural otimization of sae baja carframe.
Disponivelem:http://designinformaticslab.github.io/_teaching//design opt/projects/2016/
desopt_2016_01.pdf. Acesso em: 18 de Abril de 2018.

Silva, F; Silva, L.; Mello, M. Modal testing of a tubular vehicle chassis. In: Congresso Brasileiro de
Engenharia Mecanica. COBEM’ 2009. Gramado, Anais...Gramado, 2009.

Sousa, Lucas Castro; Lopes, Arlindo pires; Adriana Alencar Santos. Estudo de vibracdes livres de
um chassi space-frame tipo baja. Congresso Técnico Cientifico da Engenharia e da Agronomia, [s.l],
ago. 2017.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 10



CAPITULO 11

SIMULACOES DOS ESFORCOS VIBRACIONAIS DO CABO
CAA 795 MCM (TERN) ATRAVES DE METODOS ANALITICOS

Jhonattan Dias
Institutos Lactec

Curitiba — Parana
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Curitiba — Parana

Marcos Jose Mannala

Institutos Lactec

Curitiba — Parana

Marcio Tonetti
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RESUMO: Como resultado do projeto de P&D do
convénio Institutos Lactec e Copel, a construcéo
de uma linha experimental, em campo, tem
como um de seus principais objetivos o estudo
de vibracdes edlicas em diversos condutores e
para diversas condicbes de tracionamento de
seus cabos. Problemas com vibragdes edlicas
séo extensivamente trabalhados no estudo
de torres e cabos de linhas de transmissao.
Visando encontrar métodos analiticos que
modelassem a resposta mecénica a fim de se
obter a forca de excitagdo, uma vasta pesquisa
foi feita. Entretanto, foram encontrados apenas
equacionamentos para calcular as frequéncias
naturais do cabo. Dessa forma, partiu-se para
simulagbes numéricas no software comercial
ANSYS® utilizando as frequéncias naturais
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calculadas de forma analitica pela bibliografia,
de forma a validar o modelo numérico.
A aplicabilidade do estudo desenvolvido
nesse projeto ndo se restringe apenas ao
desenvolvimento de um excitador mecanico,
pois a pesquisa permitiu desenvolver um método
de se obter as respostas do cabo quando
excitado pelo vento, viabilizando o projeto de
linhas de transmissdo mais confiaveis. Isto é,
ao se conhecer como o condutor responde as
excitacoes nele impostas, pode-se dimensionar
fixacbes e
amortecedores, com maior confiabilidade.
PALAVRAS-CHAVE: vibragcéo eoélica, método
numeérico e analitico, confiabilidade.

vaos, tracdes de esticamento,

11 INTRODUCAO

Em um projeto de P&D, fruto de uma
parceria dos Institutos LACTEC com a
Copel, um dos objetos de estudo é uma torre
experimental visando realizar um levantamento
do comportamento do cabo quando sujeito a
diferentes tragdes de esticamento. Buscando-se
um melhor aproveitamento da LTE, projetou-se
um excitador mecanico para simular vibracoes
eblicas na linha a fim de realizar ensaios em
regimes de vento insuficiente ou para uma
demanda especifica.
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Para que fosse possivel o projeto desse excitador, realizou-se uma pesquisa em
busca de estudos semelhantes ou a existéncia de métodos analiticos que modelassem
a resposta mecéanica do cabo, de maneira a se obter a forca de excitacdo em que o
condutor esta submetido. Entretanto, ndao foram encontrados equacionamentos que
descrevessem essa resposta, optando-se no trabalho por utilizar simulagdes numéricas
no software comercial ANSYS®, na plataforma APDL.

A fim de se obter resultados mais confiaveis modelou-se um vao segundo uma
catenaria, pois esse € o formato que um fio/cabo assume quando sujeito apenas ao
peso préprio. Além disso, essa curva guarda dentro do equacionamento dela a tracéo
de esticamento que o cabo esta sujeito.

Visando verificar se o0 modelo numérico condizia com a realidade, fez-se uma
analise modal para se obter as frequéncias naturais. A partir delas, comparou-
se com os resultados fornecidos pela bibliografia. Apés a validagao, partiu-se para
analises harménicas do conjunto coletando as respostas em frequéncia do cabo
quando aplicada uma forca num ponto préximo da fixagdo (local onde seria alocado
0 excitador). Sabendo a amplitude necessaria no vao, os modos de vibrar da linha
e a funcao resposta em frequéncia (FRF) do ponto de excitagdo, obteve-se a forca
necessaria para simular uma excitacéo edlica.

Sendo assim, esse estudo permitiu ndo apenas gerar dados para a constru¢ao de
um excitador mecanico, mas, também, compreender como o cabo responde quando
excitado eolicamente. Ou seja, criou-se um método para se obter a resposta vibratéria
de condutores longos suspensos, permitindo o projeto de linhas de transmissao,
distancia entre torres, amortecedores e fixacoes mais confiaveis. Além disso, essa
metodologia desenvolvida e parte dos resultados obtidos foram feitos durante a
execucao do projeto de P&D de numero PD-6491-0243/2011, intitulado “AUMENTO
DA CAPACIDADE DE TRANSMISSAO DE LINHAS AEREAS: NOVAS TECNICAS
DE PROJETO COM TRACOES ELEVADAS” da COPEL Geracdo e Transmissdo
S.A., executado pelos Institutos LACTEC e integrante do Programa de Pesquisa e
Desenvolvimento do Setor Elétrico Brasileiro regulamentado pela ANEEL (Agencia
Nacional de Energia Elétrica).

2 | MATERIAIS E METODOS

Vibracbes edlicas sdo aquelas de baixa amplitude (no maximo uma vez o
didametro do cabo) e frequéncia elevada (de 3 a 150 Hz) resultantes de ventos de baixas
velocidades, sendo causadas pelo desprendimento alternado de vortices de Karman.
Elas afetam todas as linhas de transmiss&o, sendo responsaveis pela diminuicdo da
vida util, pois ocasionam um processo cumulativo de fadiga levantando a ruptura do
cabo.

Devido ao grande comprimento do vao e do baixo amortecimento interno, as
vibragdes atuantes sdo de ordem “n” muito alta (30< n <500, aproximadamente). Isto
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€, as frequéncias naturais sdo separadas geralmente de 0,1 Hz a 0,2 Hz. Ou seja, 0
cabo ird oscilar em qualquer velocidade de vento na faixa de 1 a 7 m/s, devido ao efeito
de sincronizacéo. Analisando a bibliografia, percebe-se alguns equacionamentos para
a obtencao das frequéncias naturais, sendo eles utilizados para a validagcdo do modelo
numeérico desse trabalho.

Para se obter a forca a partir da analise harmaonica foram aplicados conhecimentos
da area de vibracbes mecanicas. Segundo eles, sabe-se que quando se aplica um
pulso unitario num ponto A e se aplica a transformada de Fourier a resposta de um
ponto B, obtém-se a relacdo entre a amplitude de entrada e de saida de um sinal
no dominio da frequéncia. Ou seja, encontra-se qual seria a amplitude da resposta
para uma dada frequéncia quando um sistema é excitado por uma forca harménica
unitaria nesta frequéncia. A partir disso, devido a linearidade estimulada do problema,
tendo a informacéo da amplitude necessaria no ponto B e receptéancia na frequéncia
desejada, bastaria dividir aquela por esta para se obter a amplitude da forca harménica
de excitacado em A.

No quesito malhas construidas, foram utilizados 2 elementos de viga (BEAM188
e BEAM189) e 1 de tubo (PIPE288) com refinos diferentes na analise modal e
comparados os resultados com a bibliografia a fim de se encontrar o melhor par refino
e elemento para as simulagdes harmonicas.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicando o procedimento anteriormente descrito a um cabo TERN com 3
toneladas de tracdo de esticamento percebeu-se que utilizar o elemento de tubo
com malha uniforme e 100 particoes (ANSYS 100K P288 MAT23) produz resultado
semelhante quando se utiliza malha ndo uniforme com o dobro de elementos para a
primeira das 159 particdes (ANSYS 159K P288 MAT23 NAO UNIFORME REFINO?2).
Além disso, 0 aumento de 100 divisdes (ANSYS 100K P288 MAT23) para 150 (ANSYS
150K P288 MAT23) com a mesma malha para o elemento de tubo ndo gerou variagdes
significativas nas frequéncias naturais obtidas. Ou seja, mudar a quantidade de divisées
do cabo, o estilo da malha ou o refino ndo gerou mudancas significativas no resultado
para esse tipo de elemento. Ja para os elementos de viga nota-se que os resultados
foram semelhantes mesmo quando se varia a quantidade de n6s do elemento (de dois
nés do B188 para trés do B189), numero de particdes ou estilo da malha.

Analisando o erro absoluto em relagéo a bibliografia observou-se que o elemento
de tubo produz a maior quantidade de erro. Além disso, para o de viga percebeu-se
gue se mantiver 0 mesmo numero de particoes e estilo de malha, mas aumentar o
namero de nds calculados em cada elemento, as frequéncias naturais se afastam da
tedrica. O motivo disso pode ser o fato de que o acréscimo de um n6 em todos os
elementos aumentou a quantidade de calculos, aumentando os erros de aproximagao.
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Outro ponto é que utilizar o mesmo numero de particdes e de nds por elemento,
mas modificar as caracteristicas da malha aproxima o resultado numérico do tedrico.
Isso fez com que para a analise harmdnica inicial escolhe-se utilizar uma malha com
100 particoes, elemento BEAM188 e refino de 10(dez) elementos para primeira particao
(préxima da fixacao) e 3(trés) para as demais. Isso porque ela foi a que apresentou um
erro absoluto menor.

Como primeiro teste da metodologia, baixou o didmetro de 27.03 mm
(aproximadamente) para 10 mm, mantendo as demais propriedades das simula¢des
anteriores. Isso visando diminuir a quantidade de calculos para o diametro, visto
que a analise harménica requer maior poder computacional e por ser um teste da
metodologia apenas. O ponto de aplicacdo de forgca unitaria foi a 30 cm do ponto de
fixac&o do cabo (o mais préximo da extremidade do cabo, para a malha ANSYS 100K
B188 MAT1 NAO UNIFORME 10.3). A faixa de frequéncia analisada foi de 0 a 100 Hz,
utilizando discretizagdo de 1000, 1500, 2000 e 3000 pontos nesse dominio.

A partir da analise, obteve-se a receptancia para o cabo na faixa de frequéncia
escolhida e através dela foi possivel estimar a forca maxima necessaria, dividindo o
deslocamento maximo do excitador (12.7 mm) por essa FRF. Para se evitar o problema
ocasionado pelos nds dos modos de vibrar (frequéncias nas quais o ponto de aplicagéo
de forga tem rigidez infinita) considerou que neles o deslocamento é de 10° m ao invés
de nulo. Isso fez que a forca maxima ocorresse nos nos (de acordo com o esperado)
com um valor de 1270 N, sendo nos pontos fora deles menor.

Analisando o grafico de forca em funcédo da frequéncia notou-se que ela tinha
valores maiores nos primeiros 25 Hz, diminuindo com o aumento da frequéncia. Além
disso, os minimos ocorrem nas frequéncias naturais, pois uma pequena excitacéo
gera um grande deslocamento (quando néo se esta trabalhando no né do modo de
vibrar).

Como a metodologia se mostrou consistente realizou-se novas simulacdes
variando o ponto de aplicagdo da carga de 10 cm até 60 cm do ponto de fixacdo do
cabo. Além disso, foi obtido o valor de deslocamento do excitador necessario para que
no meio do vao a amplitude de vibracao fosse de 25% do didmetro do cabo. A nova
faixa de analise foi de 20 a 40 Hz sendo considerada tragdes de 2, 3 e 4 toneladas.
Também foram consideradas as propriedades corretas do cabo (densidade linear,
moddulo de elasticidade médio e didmetro). Na Figura 1 sao apresentados os resultados
para o deslocamento necessario quando a tracéo é de 2 toneladas (a esquerda) e 4
toneladas (a direita).
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Figura 1. Deslocamento necessario do excitador para gerar uma amplitude de % de didametro
no meio do vao quando o cabo esta esticado com uma tragcéo de 2 e 4 toneladas (a esquerda e
a direita, respectivamente). O ponto de aplicagéo do deslocamento foi variado de 10 cm até 60

cm, com passo de 10 cm.

Analisando os gréaficos percebe-se que quanto maior a tracdo, maior é o
deslocamento necessario, visto que o sistema enrijece com 0 aumento do esticamento.
Além disso, quanto mais distante da fixacdo, mais deslocamento é necessario, pois
mais flexivel é as proximidades do ponto de aplicacédo da carga.

Aplicando o mesmo procedimento para a obtencao de forca percebe-se que
a reacao do cabo é quase constante tendo picos onde se localizam as frequéncias
naturais. Sendo assim, a forca se aproxima muito da média, sendo ela um valor bom
para estimativa nessa faixa de frequéncia (considerando que nao se trabalhara nas
frequéncias onde o ponto de aplicacdo de carga estd num nd). As médias obtidas sao
apresentadas na Figura 2.

FORCA MEDIA UTILIZANDO 500 PONTOS FORGA MEDIA UTILIZANDO 500 PONTOS

10cm - 20cm - 30cm - 40cm - S0cm - 60cm 10cm - 20cm - 30cm - 40cm - S50cm - 60cm
FMEDS00 = FHMEDS00 =
1.0e+03 * 1.0e+03 *
1.1174 0.7434 0.6916 0.6794 0.6766 0.6803 1.4723 1.3032 1.1218 1.0402 0.9963 0.9663

FORCA MEDIA UTILIZANDO 500 PONTOS
10cm - 20cm - 30cm - 40cm - 50cm - 60cm

FMEDS00 =
1.0e+03 *

1.4893 1.4540 1.3021 1.1322 1.0337 0.9729

FIGURA 2. For¢ca média em cada ponto de aplicagéo de carga quando o cabo esta tracionado
com 2, 3 e 4 toneladas-forca.

Analisando essas forgcas percebe-se que quanto mais distante do ponto de
fixac&o mais forga é necessaria para vibrar o cabo. Isso se deve ao fato de que quanto
mais longe, mais flexivel é a regido em torno do ponto de aplicagéo de carga sendo
necessaria mais forca para mover todo o conjunto. Outro ponto € que quanto maior
a tracéo no cabo mais forca é necessaria, isso ocorre, pois, 0 conjunto por completo
comeca a ficar rigido demais sendo necessario maior carga para tird-lo da posicéo de




equilibrio. Ou seja, a forga aumenta com o aumento da disténcia de aplicagdo de carga
da fixacdo e com o aumento do tracionamento do cabo.

41 CONCLUSAO

Através das simulagdes realizadas e da revisao bibliografica, foi possivel montar
uma metodologia para a obtencéo da for¢a gerada pela vibragao edlica em condutores
elétricos. Pelo método apresentado nesse documento, podem-se realizar estudos
acerca da forga necessaria para excitar um condutor em uma frequéncia especifica
ou de forma contraria, com uma dada frequéncia, calcular os esfor¢cos da resposta
de um cabo com uma tracdo conhecida. Isto é, a metodologia desenvolvida pode
ser utilizada como ferramenta auxiliar para o projeto de torres de transmissao, pois
permite ter conhecimento do comportamento de um condutor, € como ele reage com
as alteracdes nos carregamentos de tracao e para variados comprimentos do vao.
Dessa forma, com tal metodologia, equipamentos de medigcdo como vibrografos, e
também amortecedores, podem ser melhor distribuidos, otimizando suas funcoes,
com base em um melhor conhecimento do comportamento dos condutores.

Vale ressaltar que o método desenvolvido leva em consideracdo apenas
simulacbes numéricas e equacionamentos de frequéncias naturais obtidos através
de bibliografia, ndo considerando regimes de vento oscilantes. Isto é, ndo prevé o
comport