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Resumo

O Problema Probabilistico de Localiza¢do-Alocagdo de Mdxima Cobertura
(PPLAMC) consiste em localizar facilidades, maximizando a populagdo atendida e
fornecendo um bom nivel de servico para toda a populacdo, ou seja, deve-se garantir
que um usudrio, ao chegar a um centro, ndo espere mais que um tempo mdximo
permitido ou ndo encontre uma fila de atendimento com um niimero de usudrio maior
que um valor mdximo. Estes dois pardmetros dependem da taxa de chegada dos
usudrios e do atendimento, ambos probabilisticos. Devido as dificuldades intrinsecas
do problema, neste artigo sdo discutidos limitantes lagrangeanos para o PPLAMC
obtidos com a relaxacdo lagrangeana com clusters (LagClus). Na sua proposi¢do
inicial, a LagClus utilizou um grafo de conflitos, porém neste artigo esta relaxacdo
foi aplicada em um grafo especial denominado grafo de cobertura.
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1 Introducéo

Os problemas de localizag@o tém como objetivo localizar
facilidades para atender aos usudrios que estdo espacialmente
distribuidos. As facilidades sdo centros que fornecem algum
tipo de servico. Por exemplo, podem-se citar hospitais que
fornecem servicos médicos a seus pacientes e bancos que
gerenciam as contas de seus clientes.

Muitos desses problemas sdo combinatoriais e, mesmo
com aplicativos sofisticados como o CPLEX (ILOG, http://
www.ilog.com) e o XPRESS (DASH OPTIMIZATION,
http://www.dashoptimization.com), solu¢des 6timas
podem ser dificeis de serem encontradas. Portanto, muitos
pesquisadores recorrem a heuristicas, metaheuristicas,
métodos de decomposi¢do e relaxacdes, para obter solugdes
primais de boa qualidade ou até mesmo limitantes duais
interessantes que permitam avaliar solugdes factiveis.

O Problema de Localizacdo de Maxima Cobertura —
PLMC tem sido consideravelmente tratado na literatura
desde a sua formulagdo feita por Church e ReVelle (1974).
Esse problema busca obter a configuracdo para localizar uma
quantidade pré-definida de facilidades que atenda o maior
numero de individuos de uma populagdo, considerada uma
dada distancia ou um tempo padrdo do ponto de demanda.
N3ao se busca com este modelo atender toda a populagdo,
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de localizagdo. Mdxima cobertura.

mas oferecer o maximo de atendimento, considerando os
recursos disponiveis. A Figura 1 mostra trés facilidades
localizadas que atendem a vérios pontos de demanda,
porém, note que alguns pontos ndo estdo cobertos pelos
centros. Normalmente na literatura, um ponto € considerado
coberto se ele estd dentro de uma dada distancia ou de um
dado tempo da facilidade.

Varios modelos aplicados a uma grande faixa de
problemas, nos setores publico e privado, sdo extensdes
dessa formulacgdo, adaptados para melhor representar a
realidade. As aplicagdes variam de sistemas de emergéncia
(EATON et al., 1986; CURRENT; O’KELLY, 1992), servicos
hierarquicos de saide (MOORE; REVELLE, 1982), controle
de polui¢do do ar (HOUGLAND; STEPHENS, 1976), e
sistemas congestionados (MARIANOV; SERRA, 1998; 2001).
Os métodos de solucdo para o PLMC incluem relaxacio
de programacgdo linear (CHURCH; REVELLE, 1974),
heuristicas gulosas (DASKIN, 1995), relaxacao lagrangeana
(GALVAO; REVELLE, 1996), heuristica lagrangeana/
surrogate (PEREIRA; LORENA, 2002), geracdo de colunas
(PEREIRA et al., 2007), dentre outros. Consideravel revisdo
deste tema pode ser encontrada em Chung (1986), Hale,
Moberg (2003), Serra, Marianov (2004), Galvao (2004).
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Em muitas aplicacOes praticas do PLMC, a distancia
ou o tempo entre os pontos de demanda e as facilidades
constituem fatores importantes para estabelecer o nivel de
servico oferecido aos usudrios. Por outro lado, sabe-se que
as chegadas dos usudrios em sistemas de atendimento, como
hospitais e bancos, sdo regidas por processos aleatérios e
que, muitas vezes, proporcionam um congestionamento € a
geracdo de filas (FOGLIATTI; MATTOS, 2007). Sistemas
que apresentam tal comportamento indicam que o nivel de
servigo prestado aos usudrios nao pode ser medido apenas
levando-se em considerac@o a distancia ou o tempo entre
os pontos de demanda e as facilidades, mas também os
atributos de fila como o comprimento e o tempo de espera.
Sendo assim, os centros devem ser localizados de tal maneira

Figura 1. O Problema da Localizagdo de Maxima Cobertura — PLMC.

que os usudrios cheguem dentro de um tempo aceitdvel e
também que, uma vez na fila, o comprimento desta ndo
seja maior que um valor maximo e/ou o tempo de espera
ndo seja maior que um limite mdximo (MARIANOV;
SERRA, 1998).

Os congestionamentos acontecem quando o centro ndo é
capaz de atender a sua demanda. Modelos deterministicos
do PLMC consideram capacidades limites para os centros,
entretanto, a propria dindmica de chegada dos usuarios
muitas vezes impossibilita 0 uso desses modelos. Além
disso, os préprios atendentes nos centros possuem um
processo de atendimento que ndo € constante, com isso,
modelos deterministicos podem apresentar servidores
com excesso de trabalho ou até mesmo ociosos, pois se
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considera um tempo de atendimento médio (MARIANOV;
SERRA, 1998; 2001).

Considerando entdo essa aleatoriedade no processo de
chegada e atendimento, Marianov e Serra (1998) propuseram
modelos matemadticos em que a estocasticidade da demanda
¢ explicitamente considerada nas restri¢des de capacidade,
que, ao invés de serem limitadas a um maximo, t€m um
limite minimo definido pelos autores para a qualidade
dos seus servigos. Essa qualidade € refletida no tempo
de espera e/ou na quantidade de pessoas que aguardam
o atendimento.

Marianov e Serra (1998) definiram entdo o Problema
Probabilistico de Localizagdo-Alocacdo de Maxima
Cobertura (PPLAMC) que busca localizar uma dada
quantidade de facilidades com um ou vdrios servidores,
de modo que a populagdo, a uma distancia padrdao do
centro, seja servida adequadamente, isto €, que ninguém
fique na fila por um periodo maior que um dado tempo
limite, e que um usudrio, ao chegar ao centro, ndo encontre
um ndmero de outros clientes acima do previsto, com
probabilidade maior ou igual a dado valor definido a
priori. Os autores trabalharam com postos de sadde,
modelos de fila do tipo M/M/1/eo/FIFO e M/M/C/oo/FIFO
(LARSON; ODONI, 1981) e taxas de chegadas a cada
centro j distribuidas conforme uma Poisson com taxa k e
tempo de atendimento exponencialmente distribuido com
taxa média W, para cada servidor.

C0n51derand0 a dificuldade embutida desses problemas,
este artigo apresenta limitantes lagrangeanos para o
PPLAMC. Sdo apresentados limitantes lagrangeanos com a
relaxacdo proposta por Corréa, Lorena (2006), e segundo a
Relaxagdo Lagrangeana com Clusters (LagClus) proposta por
Ribeiro, Lorena (2007). A LagClus, inicialmente proposta,
utiliza uma representagio do problema por meio de um grafo
de conflitos que € particionado em clusters. Em seguida, as
arestas de conexao sdo relaxadas no sentido lagrangeano
e os subproblemas podem ser entdo independentemente
resolvidos. Neste artigo apresenta-se a LagClus sobre
um grafo especial denominado grafo de cobertura. O
particionamento deste grafo produz um nimero menor de
restri¢des a serem relaxadas. Resultados computacionais
mostram que a LagClus com o grafo cobertura apresenta
bons limitantes.

O restante do artigo estd distribuido como segue: na
Secdo 2 € apresentada a formulacio tradicional do PPLAMC
e a formulacdo proposta por Cornuéjols e Thizy (1982)
da qual se visualiza o grafo de conflitos; na Secdo 3 sdo
apresentados os principais passos da LagClus e como
os grafos de conflitos e de cobertura, bem como os seus
particionamentos, podem ser obtidos; na Se¢do 4 sio
apresentados os resultados computacionais obtidos neste
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artigo; e por ultimo, a Secdo 5 apresenta as principais
conclusdes e recomendacdes do trabalho.

2 Formulacées para o problema
probabilistico de localizagdao-alocacao
de maxima cobertura

O modelo tradicional PLMC proposto por Church e
ReVelle (1974) ndo pode ser usado para tratar as restri¢des
de congestionamento, pois ndo contém varidveis de alocagio,
o que impede de computar as solicitagdes de servigcos que
chegam a um centro, e, consequentemente, de determinar
quando ocorre um congestionamento.

A modelagem matematica proposta para PPLAMC foi
escrita como um problema tipo p-medianas (LORENA, 2003),
modificado para comportar as varidveis de localizagio e
alocagdo, tendo como objetivo maximizar a populagdo
coberta, considerando uma determinada quantidade de
centros de atendimento (facilidades).

Seja I o conjunto dos pontos de demanda a serem
alocados e N, o conjunto de localizagdes candidatas
que estdo dentro de uma dada distancia do ponto i.
Formalmente, as alocacdes sdo representadas pelas
variaveis bindrias Xijs Viele je N;. Comisso, X, = 1, se
o ponto de demanda i for alocado ao centro j, X, = 0, caso
contrdrio. As localizagdes sdo representadas pelas varidveis
bindrias y,comy, = 1, se o centro j for selecionado e V= 0,
caso contrdrio. Todo ponto de demanda € um potenc1al
centro de atendimento.

Assim, a formulacao do PPLAMC pode ser escrita como
(MARIANOV; SERRA, 1998):

WPPLAMC) = MAX{ Yy aixi]} (1)
iel jeN;

(PPLAMC) Sujeito a:

X SY; VielejeN; (2)
< .
jEZN x; <1 Viel 3)
3 fixi <K -y V) (4a)
e

fl X SH 4= ln(l—ocf) i (4b)

XYy, =p 5)

iel

yjex;€ {0,1}

VielejeN, (6)
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em que:
* a_ representa a populagao total do ponto de demanda
1
i
* b € o nimero maximo de usudrios na fila com

probabilidade de, no minimo, s

* 1 ¢ 0 tempo maximo de espera na fila com probabilidade

de, no minimo, o

e f € ataxa de chegadas dos usudrios conforme um
processo de Poisson;

*u ¢é a taxa média de atendimento em que o tempo de
atendimento estd exponencialmente distribuido; e

e p € ondmero de facilidades a serem localizadas.

A fung@o objetivo descrita em (1) indica que a populagdo
total coberta pelos p centros deve ser a maior possivel.
As restri¢des definidas em (2) garantem que s6 € possivel
alocar um ponto de demanda i a um centro j se houver um
centro em j. As restricdes descritas em (3) garantem que
cada ponto de demanda deve ser alocado a, no maximo,
um centro.

As restrigdes descritas em (4a) e (4b) estdo associadas a
questdo do comprimento maximo da fila e ao tempo maximo
de atendimento, respectivamente. Utiliza-se uma delas,
dependento da restri¢do que se quer tratar. As definidas
por (4a) garantem que, com probabilidade o » cada centro
tenha no maximo b pessoas na fila, por outro lado, as
definidas em (4b) garantem que, com probabilidade o, o
tempo de atendimento em cada centro seja de no maximo
1. A restri¢do definida em (5) garante que p centros serdo
selecionados, e as restri¢des descritas em (6) garantem que
todas as varidveis sdo bindrias.

As restri¢des descritas em (4a) e (4b) foram definidas por
Marianov e Serra (1998) para o modelo de fila M/M/1/c/
FIFO, ou seja, os intervalos entre chegadas sdo exponenciais,
o tempo de atendimento € exponencial, com 1 servidor, sem
limite de capacidade e disciplina de fila do tipo “o primeiro
a chegar € o primeiro a ser atendido” (first in — first out).

Usudrios chegam a um centro j provenientes de um
ponto de demanda i com uma taxa de chegada f. Como
em um centro j, os usudrios podem vir de vérios pontos de
demanda i, faz-se necessario levantar a taxa de chegada geral
ao centro j. Dessa maneira, considerando que as chegadas
dos usudrios de todos os pontos de demanda i acontecem de
maneira superposta, sem perda de generalidade, a taxa de
chegada ao centro j pode ser assim definida (MARTANOV;
SERRA, 1998; CORREA; LORENA; 2006): A i= iGZI fix;.

Para que se tenha equilibrio no processo de atendimento
dos centros, faz-se necessario que L kj (FOGLIATTI,
MATTOS, 2007).

Como indicam Marianov e Serra (1998), Corréa e
Lorena (2006), o lado direito das equagdes (4a) e (4b) s@o
constantes, calculados para M, o, b e t, definidos a priori.
Simplificando, essas restri¢des podem ser substituidas,
respectivamente, pelos dois conjuntos de restricdes a seguir,

iy b2y i 1
em que Kuhaf =Wu;"Vl-oye def =u; +;1n(1_0(f)

j .
iz'lfixij <Ko, VI (7a)
LSS Ky, VI (70)

Considerando as instancias de grande porte (324 e 818
pontos de demanda) propostas por Corréa e Lorena (2006)
e Corréa et al. (2006a) disponiveis em http://www.lac.inpe.
br/~lorena/instancias.html, o CPLEX 10 (ILOG, 2006), com
a formulacdo mostrada acima, nao consegue resolver todas
as instancias, parando vdrias vezes por falta de memoria.
Consequentemente buscaram-se relaxacdes lagrangeanas
que pudessem fornecer limitantes duais.

O modelo proposto por Marianov e Serra (1998)
descrito anteriormente pode ser alterado para comportar
restricdes de adjacéncia ou de conflitos. Uma restricao de
conflito garante que no maximo uma varidvel recebera o
valor 1 (ATAMTURK et al., 2000). Considerando entio
o complemento das varidveis de localizacdo, ou seja,
¥; =1-y;conforme indicado por Cornugjols e Thizy (1982),
o seguinte modelo pode ser escrito:

W(PPLAMC) = MAX{ S5 ax )

i€l jeN;

(PPLAMC) Sujeito a (3), (6) e (7a) ou (7b),

X+ <1 VielejeN; &)

25, =|N|-p (10)
iel
emque N=U,_,N,.

Com esse modelo, € possivel construir o grafo de conflitos
para a LagClus.

3 Relaxacéao lagrangeana com
clusters a partir de grafos de
conflitos e de cobertura

O conjunto de restrigdes de adjacéncias descrito em (3)
e em (9) permite explorar LagClus que vem se mostrando
forte para alguns problemas de otimizagio: Carregamento
de Paletes (RIBEIRO; LORENA, 2007), Rotulacgéo
Cartografica (RIBEIRO; LORENA, 2008b), Estivagem
de Unidades de Celulose (RIBEIRO; LORENA, 2008a),
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Problema de Localizag@o de Facilidades Nao Capacitado
(CORREA et al, 2006b).

A idéia da LagClus consiste em dividir o problema
original em pequenos subproblemas (clusters) que podem
ser independentemente resolvidos, e relaxar, no sentido
lagrangeano, as restricdes que se apresentam nas interligacdes
dos clusters.

Ribeiro, Lorena (2007; 2008a; 2008b) vém aplicando a
LagClus a partir da representagio do problema por meio de
grafos de conflitos. Segundo Atamtiirk et al. (2000), um grafo
de conflitos representa uma relagdo logica entre varidveis
bindrias. Existe um vértice para cada varidvel bindria e uma
aresta (restri¢do de conflito) entre dois vértices quando no
maximo uma das varidveis representadas pode receber o
valor um. Agora note que as restricdes apresentadas em
(3) e (9) sdo restri¢des de conflito, Consequentemente um
grafo de conflitos pode ser obtido para o PPLAMC, e a
LagClus pode ser entdo aplicada.

Ribeiro, Lorena (2007) definem alguns passos para se
usar a LagClus:

* Montar o grafo de conflitos G = (V,A) do problema;

* Aplicar uma heuristica de particionamento para dividir o
grafo G em Q clusters com aproximadamente a mesma
cardinalidade, obtendo-se um Q-particionamento. O
problema passa a ser entdo representado por meio de
sua funcao objetivo, sujeita as restricoes de adjacéncias
(arestas) divididas em dois conjuntos: um com restri¢des
de adjacéncia intra-clusters; e outro com restri¢cdes
de adjacéncia entre-clusters ou arestas de ligagao;

Cx1_1+x1 2+x1 4+x1 5<1

Restricdes x2_1+x2_2+x2_3=<1
definidas < x3_2+x3 3+x3_4<1
em (3) x4 1+x4 3+x4 4+x4 5<1
_ X5_1+x5_4+x5_5=<1
e x1_1+y, <1
x1_2+y, <1
x1_4+y, <1
x1_5+Yy, <1
x2_1+y, <1
x2 2+y, <1
x2_3+y, <1
Restricdes X3 2+y, <1
definidas < x3 3+y, <1
em (9) x3 4 + }_/4 <1
x4_1+y, <1
x4 3+y, <1
x4_4+y, <1
x4 5+y <1
x5_1+y, <1
X5_4+y, <1 /" Grafo de conflitos
\_ x6_5+y; <1

Figura 2. Exemplo de um grafo de conflitos.
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* Relaxar, no sentido lagrangeano, as restricdes de
adjacéncias entre-clusters; e

* Decompor a relaxa¢do lagrangeana resultante em Q
subproblemas e resolvé-la por meio de um algoritmo
de subgradientes.

A seguir, € apresentado como o grafo de conflitos pode ser
obtido para o PPLAMC bem como o grafo de cobertura.

3.1 Grafo de conflitos para o problema
probabilistico de localizagao-alocacéao
de maxima cobertura

Considere os dados da Tabela 1 que indicam quatro pontos
de demanda com suas respectivas coordenadas de localizac@o.
Admitindo que cada ponto de demanda possa ser um centro
e que um ponto de demanda j estd coberto por um centro 7 se
este estiver a uma distancia euclidiana menor ou igual a 4,
a coluna Pontos Cobertos apresenta os pontos de demanda
cobertos por cada um dos possiveis centros. Levando-se em
consideracdo o segundo modelo mostrado para o PPLAMC,
as restricdes definidas em (3) e (9) devem ser escritas e um
grafo de conflitos pode ser gerado, veja Figura 2.

Considerando agora o segundo passo da LagClus,
suponha que o grafo de conflitos tenha sido particionado
em 2 clusters conforme mostra a Figura 2. Nessa figura,
as linhas mais espessas mostradas a direita indicam quais
restricdes devem ser relaxadas (neste exemplo, restricdes
definidas conforme (9)).

Ao considerar o PPLAMC e o particionamento mostrado
na Figura 2, além das restricdes de conflitos ja identificadas
previamente para serem relaxadas, algumas restricdes do
tipo (7a) ou (7b) e a restri¢do (10) também devem ser

Cluster 2

Particionamento
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relaxadas do PPLMAC. Ao escrever o modelo matemaético
todo para o exemplo, percebe-se que 11 restrigdes sdo
relaxadas: 6 estdo mostradas Figura 2, 4 sdo restri¢des do
tipo (7a) ou 7(b) e a restricao (10).

Resultados computacionais mostraram que a decom-
posicdo do grafo de conflitos do PPLAMC em clusters,
relaxa muitas restri¢des o que gera limitantes duais de baixa
qualidade. Isso motivou o estudo do particionamento dos
grafos de cobertura ao invés dos grafos de conflitos. O grafo
de cobertura € obtido a partir da primeira formulagdo do
PPLAMC proposta por Marianov, Serra (1998).

3.2 Grafo de cobertura para o problema
probabilistico de localizagao-alocacao
de maxima cobertura

Um grafo de cobertura G = (V,A) apresenta um conjunto
V de vértices formados pelos locais candidatos e um
conjunto de A de arestas que indica a cobertura de cada
ponto de demanda. Esse grafo também apresenta clusters
de vértices, logo a LagClus pode ser aplicada.

Para demonstrar como obté-lo, considere novamente
os dados da Tabela 1. A partir dos dados apresentados,
sabe-se que os conjuntos de localizagdes candidatas de cada
pontosdo: N, ={1,2,4,5},N,={1, 2,3}, N,={2, 3, 4],
N,=1{1,3,4,5}eN,={l,4, 5} Sendo assim, a Figura 3
apresenta a cobertura de todos os pontos e por fim, o grafo
de cobertura do problema.

Particionando o grafo de cobertura em dois clusters
como realizado na Figura 2, ou seja, y,, y, € y, no Cluster
I ey, ey, no Cluster 2 (Veja Figura 3), e considerando
a formulacdo de Marianov e Serra (1998), as seguintes
restrigdes devem ser relaxadas: x, | +x, ,+x, ,+x, <1,

1.5~
)c32+xU+x34S],x41+x4 +tx,,+tx,<lex,  +

x, , +x,  <1,alémda réstri9563(5). Is50 restilta em apenas
cinco restricdes relaxadas.

Para comparar o ndmero de restricdes relaxadas por
cada um dos métodos, grafos de conflitos e de cobertura
foram obtidos para trés conjuntos de instancias propostos
na literatura. O primeiro (C)) foi proposto por Marianov
e Serra (1998) e contém problemas com 30 pontos,
o segundo e o terceiro (C, e C,) foram propostos por
Corréa e Lorena (2006) e Corréa et al. (2007) e possuem,
respectivamente, 324 e 818 pontos. O particionamento

do grafo foi realizado pela heuristica METIS (KARYPIS;

Tabela 1. Exemplo de um problema de médxima cobertura com raio
de cobertura igual a 4.

Pontos de Demanda X Y Pontos Cobertos
1 4 8 1,2,4,5
2 7 10 1,2,3
3 8 7 2,3,4
4 5 5 1,3,4,5
5 2 6 1,4,5

KUMAR, 1998) que € uma heuristica bem conhecida para
particionamento de grafos. O METIS busca particionar o grafo
reduzindo o nimero de restricdes com vértices em diferentes
clusters e mantendo aproximadamente clusters de mesmo
tamanho. Os experimentos foram realizados variando-se
o numero de clusters para uma melhor comparagdo. Os
resultados estdo mostrados na Tabela 2.

Analisando a Tabela 2, note que o particionamento
do grafo de conflitos particiona um nimero menor de
arestas que o particionamento do grafo de cobertura. Por
outro lado, o nimero de restri¢des relaxadas no modelo
com restri¢oes de conflitos (PPLAMC) € maior que o do
outro modelo. Ao considerar os valores médios, o modelo
PPLAMC relaxa aproximadamente 30 vezes mais restricdes
que o modelo PPLAMC. Esse comportamento justifica o
uso da LagClus com o grafo de cobertura e a formulagao
original de Marianov e Serra (1998).

Considerando o particionamento do grafo de cobertura
G = (V,E) em Q partes com vértices V.V, .. VQ, subgrafos
Gq =G/ Vq ] podem ser definidos bem como suas arestas
Eq =E( Gq ). Com isso, as arestas que conectam os subgrafos,
ou seja, as arestas particionadas, podem ser definidas como
E=E \UqQ:1 E,. Desse modo, apos a fase de particionamento,
a formulagdo do PPLAMC pode ser novamente escrita
(Equagdo 11):

0
W(PPLAMC)=MAX 3 a%x?

(11D
g=1
(PPLAMC) Sujeito a (Equacdes 12, 13 e 13a):
-t
x
[ Y]
12
x
(4 Ay o Ayl |y] |0 (12)
r.19
-l
x
LY ]
B0 0 0]  _,
x
0 B, 0 O
0 0 ~ ol |® (13)
0O 0 O B :
€ r.19
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x4yl e B|Vq| Vgell..0) (13a) em (12), cada subproblema g pode ser assim escrito
’ T (Equacdo 14):
em que:

A € uma matriz de coeficientes das restri¢des definidas
em (3) associadas com as arestas E, e da restri¢ao
definida em (5);

B, ¢ uma matriz de coeficientes das restri¢cdes definidas
em (2), (4a), (4b) e das restri¢des definidas em (3)
associadas as arestas de Eq;

~ representa o operador relacional = ou < dependendo
da respectiva restricdo; e

b € um vetor com os termos do lado direito das
respectivas restrigoes.

Agora, relaxando no sentido lagrangeano as restri¢cdes
de acoplamento dos blocos, ou seja, as restricdes definidas

y2 yZ
A "
Y, Y, Ys Y,
NZ
Ys Y, Y,
N, N,
Y,
Y1 W y1 &.
y5 y4 Y5 y4

N

4

N

5

Figura 3. Exemplo de um grafo de cobertura.

\

J

q
v(PPLAMC)“*=Max{ (- Al o) [;] x4,y eC, H(14)
em que o € um vetor de multiplicadores lagrangeanos
relacionados as restricdes definidas em (12), e Cq representa
o conjunto de restri¢des embutido no cluster g, ou seja, o
bloco ¢ das restri¢des definidas em (13).

Se o € um vetor de dimensdo K em que o, € R*
Vk=1,.,K-1¢e o, € R tal que K € o nimero de restrigdes
de acoplamentos definidas em (12), o limitante lagrangeano

pode ser assim escrito (Equagao 15):

Y,

y1 y3

Y5 y4

Particionamento

Grafo de cobertura

Tabela 2. Numero de restri¢cdes relaxadas na LagClus usando grafos de conflitos e de cobertura.

Conjunto* N°de pontos N°de Clusters  Total de arestas Total de arestas ~ Total de restricdes Total de restricdes
demanda particionadas no  particionadas no relaxadas pelo relaxadas pelo
grafo de conflitos grafo de cobertura modelo modelo PPLAMC
PPLAMC
C, 30 2 108 155 133 24
4 224 261 253 30
8 332 307 362 30
C, 324 5 361 1034 483 114
10 742 2238 925 238
20 1469 4186 1752 311
30 2123 4364 2434 314
C, 818 5 11411 34457 11914 487
10 21468 57579 22186 716
20 36083 71157 36879 819
30 42812 76283 43629 818
Média 10648,45 22911,00 10995,45 354,64

*Instancias disponivel em http://www.lac.inpe.br/~lorena/instancias.html.
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Q K-1
V(PPLAMC") = ) V(PPLAMC).C }+ T o+ poe(1s)

3.3 Experimentos computacionais

Para os experimentos computacionais, como citado
anteriormente, foram utilizadas as instancias propostas
por Marianov, Serra (1998), Corréa, Lorena (2006a),
Corréa et al. (2007). Para uma melhor descri¢do bem como
suas principais caracteristicas, veja Corréa e Lorena (2006a) e
Corréa et al. (2007). Para comparar os limitantes lagrangeanos
obtidos com a LagClus, o CPLEX 10 (ILOG, 2006) foi
utilizado. Todos os experimentos foram limitados em 3
horas de processamento.

Um algoritmo de subgradientes adaptado para a LagClus
foi implementado conforme Parker e Rardin (1988),
Narciso, Lorena (1999), Wolsey (1998). Os subproblemas
da LagClus foram resolvidos usando o CPLEX 10 e, para
o cdlculo do passo, foram utilizadas as melhores solucdes
encontradas na literatura disponiveis nos trabalhos de Corréa
e Lorena (2006a) e Corréa et al. (2007). O uso dessas
melhores solugdes se justifica uma vez que o objetivo deste
trabalho € investigar os limitantes duais. Além disso, a
relaxagdo Lagrangeana proposta por Corréa e Lorena (2006a)
foi implementada para comparacdo dos limitantes. Essa
relaxacdo € aplicada nas restricdes definidas em (3). O
limitante de programacao linear também foi calculado
usando o CPLEX 10. Por ultimo, todos os experimentos
foram realizados em computador equipado com um Pentium
IV 3.0 GHz com 1.0 GB de memoéria RAM.

As Tabelas 3, 4 e 5 apresentam os resultados encontrados
neste artigo. A primeira coluna dessas tabelas apresenta o
nome da instancia que indica os valores de cinco parametros,
sendo eles: tamanho da instancia, p, b, u, ¢ e t: Por exemplo,
a instancia 324_20_0_2_95 indica que sdo 324 pontos,
20 centros (facilidades), que a fila estd restringida por
tamanho (se o parametro fosse 1 a fila estaria restringida
pelo tempo), que existe um maximo de duas pessoas na
fila com probabilidade de pelo menos 95%. A coluna
gap nessas tabelas € calculada da seguinte maneira:

(limitante superior — limitante inferior)

GAP(%) = %100,

limitante inferior

Em todas estas tabelas, nota-se que os limitantes de
programagao linear s@o altos se comparados com os do
CPLEX, da Relaxagdo Lagrangeana de Corréa e Lorena
(2006a) e os da LagClus. As linhas em negrito indicam
solugdes 6timas encontradas pelos métodos.

Considere a Tabela 3. Para as instancias apresentadas
nessa tabela, o CPLEX apresenta bons resultados, resolvendo
otimamente vdrias instancias. A relaxacio de programacao
linear apresenta um tempo computacional baixo, porém o

gap € maior. Analisando as relaxacdes, percebe-se que a
Relaxacdo Lagrangeana de Corréa e Lorena (2006a) encontra
varias solugdes 6timas, enquanto a LagClus encontra
apenas uma. Entretanto, ao se comparar os gaps médios,
percebe-se que a LagClus apresenta um gap menor.
Considerando a Tabela 4, percebe-se que a Relaxacdo
Lagrangeana de Corréa e Lorena (2006a) ndo encontra
nenhuma solu¢do 6tima e apresenta um gap médio maior
que o do CPLEX e o da LagClus. Comparando agora o
CPLEX e a LagClus, percebe-se que ambos resolveram de
forma 6tima 14 instancias e que apresentam gaps e tempos
computacionais médios da mesma ordem de grandeza.
Por tdltimo, a Tabela 5 apresenta os resultados para as
instancias de grande porte com 818 pontos. Observe que o
gap médio da relaxacdo de programagio linear € significativo,
maior que 800%. Por outro lado, a relaxagio lagrangeana de
Corréa e Lorena (2006a) para essas instancias ndo conseguiu
executar a primeira iteracdo do algoritmo de subgradientes
apo6s 3 horas de processamento, Consequentemente nenhum
gap pode ser calculado. Analisando agora os resultados
da LagClus, percebe-se que o tempo computacional
médio utilizado por ela € compardvel ao do CPLEX, além
disso, a LagClus apresenta um gap médio menor que o
do CPLEX e a LagClus resolveu otimamente a instancia
818_20_1_41_85 ndo resolvida pelo CPLEX.

4 Conclusées

Este trabalho apresentou novos limitantes lagrangeanos
para o Problema Probabilistico de Localizagdo-Alocagdo
de Maxima Cobertura (PPLAMC) obtidos com uma
relaxacdo lagrangeana com clusters (LagClus) aplicada
apos a representagdo do PPLAMC por meio de um grafo
de cobertura. A LagClus tem se mostrado mais forte que as
relaxacdes tradicionais e esse comportamento novamente
foi encontrado para o PPLAMC.

Para instancias de grande porte, com 818 pontos, a
LagClus apresentou gaps menores que o CPLEX 10 em
um tempo computacional médio semelhante. Além disso,
a relaxacgdo lagrangeana de Corréa e Lorena (2006a) niao
apresentou limitantes para esses problemas.

Conforme indicam Ribeiro e Lorena (2007; 2008b),
a decomposicdo do problema por meio de clusters
permite a utilizacdo da decomposicao de Dantzig-Wolfe
e, consequentemente, pode-se aplicar um algoritmo de
geragdo de colunas (AGC). Os autores ainda indicam que
o AGC apresenta resultados melhores que a LagClus,
adicionando poucas colunas no problema mestre restrito.

Atualmente encontra-se em desenvolvimento um AGC para
o PPLAMC e resultados preliminares mostraram que os
resultados da LagClus podem ser melhorados. Acredita-se
que em breve novos limitantes duais e solucdes primais
sejam encontradas para o PPLAMC.
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New lagrangean bounds for the probabilistic Maximal Covering
Location-Allocation Problem using covering graphs

Abstract

The Probabilistic Maximal Covering Location-Allocation Problem (PMCLAP) aims to locate facilities maximizing
the number of people served and providing a good level of service. This means that customers would not have to wait
longer than the wait time established or to wait in long lines. These parameters are influenced by the number of the
requests for service and service time, both probabilistic. The PMCLAP is NP-Complete and in this paper we study
bounds with a Lagrangean Relaxation with Clusters (LagClus). Instead of using a conflict graph to represent a problem,
in this paper another strategy for the use of LagClus using a special graph called covering graph is proposed. This

approach provides interesting bounds.

Keywords: Lagrangean Relaxation. Lagrangean Relaxation with Clusters. Location Problems. Maximal Covering.
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