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Prefacio

A analise wavelet tornou-se ferramenta muito usada emsvareas e que
continuam em ampliacdo de uso. Sendo que, a area de wawsbete
em 1990 o destaque de tépico de pesquisa recomendado padxiasas
décadas pela Sociedade de Matematica Norte-Americdrike Fourier
analysis, wavelet analysis deals with expansions of fanstibut in terms
of “wavelets”. A wavelet is a given fixed function with meaa®dd one ex-
pands in terms of translates and dilates of this functionlikértrigonome-
tric polynomials, wavelets are localized in space, perinmgta closer con-
nection between some functions and their coefficients asutiery greater
numerical stability in reconstruction and manipulationvety application
using the Fast Fourier Transform (FFT) could be formulatesihg wave-
lets, providing more local spatial (or temporal) and frequag information.
In broad terms, this affects signal and image processingfasicthumerical
algorithms for calculations of integral operators (not mssarily of con-
volution type). As a companion to FFT, wavelet analysis heenhbused
in analyzing rapidly changing transient signals, voice ambustic sig-
nals, electrical currents in the brain, impulsive underarasounds. As a
scientific tool it has been used in sorting out complicatedcttires oc-
curring in turbulence, atmospheric flows, and in the studgtefiar struc-
tures. As a numerical tool it can, like the FFT, reduce coaesatly the
complexity of large-scale calculations by converting gensatrices with
smoothly varying coefficients into sparse rapidly exedetabrsions. The
ease and simplicity of this analysis have led to the constmof chips
capable of extremely efficient coding and compression obssgand ima-
ges.” emNotices of the American Mathematical Socj&¥(8): 984-1004,
Oct. 1990.
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Em breve histérico, a analise wavelet surgiu das necesssdad apli-
cacdes de Geofisica, mas coexistia e se enriqgueceu de unvdlegaento
multidisciplinar, por exemplo, das contribuicbes da mdteca, da enge-
nharia, da fisica e de outros campos. Sobretudo nas Ultigalds, as
técnicas wavelets tornaram-se uma importante area deipasgu ana-
lise numérica e uma importante ferramenta do processanagatgzado
de sinais. Ainda, wavelets aplicadas as solucdes de ecud{féeenci-
ais parciais proveem uma ferramenta alternativa para delséanentos de
métodos adaptativos, os quais possibilitam um refinametdptativo da
solucéo de acordo com as regularidades locais.

A analisewaveletem sido formalizada extensivamente gragcas aos es-
forcos dos matematicos, constituindo, no entanto, um oudéeideias
partilhadas também por fisicos, engenheiros, entre autdtiizada ini-
cialmente nos estudos de sinais sismicos na area de geapfiagultimas
décadas técnicas comaveletvém sendo exploradas em diversas areas.
Quando se deseja aplicar a analiseveleta um determinado sinal, é indis-
pensavel avaliar a necessidade da aplicacdo da técnicalba foema de
fazer essa aplicacdo. Este tutorial tem como objetivo iamxdbk usuarios
potenciais dessa ferramenta por meio de uma sintese aldemasim, sdo
apresentadas inicialmente as carateristicas e propasdpatais das fun-
cOeswavelet, enfocando aquelas que séo mais utilizadas nas aplicacdes.
Sao discutidas também as transformasaseletcontinua e discreta, bem
como os escalogramas e a analise de variancia.

S&o José dos Campos, 01 de marco de 2012.

Os Autores
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Capitulo 1

Introducao a wavelets

A area de analisevavelet apresenta uma visao diferenciada e inovadora
dos conceitos de tempo-frequéncia, regularizacéo e arddislados nao
estacionarios. Indo além dos conceitos de analise de Foesga area
qguebrou varios paradigmas e revolucionou a forma de algatesrentos
matematicos e de processamento de sinais. Este tutoriabt@mobjetivo
auxiliar os usuarios potenciais dessa ferramenta por neeimth sintese
orientada por alguns trabalhos publicados nessa area.

1.1 O que saovavelets?

O termo "ondas” ficou popular nas areas técnicas com as farsgie e
cossenos que tem como dominio toda a reta e que séo as fulaséesas
séries e transformadas de Fourier. Ja o termo em fradslettesem
ingléswavelet e em portugués ondinhas , ondiculas, 6ndulas, ondeletas,
onduletas ou ondaleta, associa—se a ideia de "pequenas’ otealo um
apelo intuitivo associado a ondas localizadas, i.e., ondascrescem e
decaem em um periodo limitado de tempo, entretanto, hisioente ndo
foi essa a origem desse termo. O termo original, se usadoyaralets
of constant shapepois o termowavelet ja possuia outro significado na
comunidade de geofisica.

Formalmente, para que uma funcao seja denominadadelet usual-
mente denotada pela letraela deve satisfazer fundamentalmente as duas

17



18

condicdes descritas a seguir.

1) A condicéo de admissibilidade

_ < ()
cw—QW/_OO €] d¢ < oo,

garante a invertibilidade da transformasdavelet Na maioria dos ca-
sos essa condigcao é equivalente a exigir que integral dessadwa-
velet deve ser zero, i.e.,

[ wu-a

garantindo que a funcamavelet tenha uma forma oscilatéria com me-
dia zero.

2) A funcadowavelet deve ter energia unitaria, i.e.,

/ T Pde=1.

Isso garante que a func&mvelet possua suporte compacto, ou com
um decaimento rapido de amplitudefplding timé, conhecido como
suporte efetivo, garantindo a localizag&o espacial.

1.2 Breve Histoérico

Originalmente, Jean Morlet utilizou produtos de fungcdea<sanas trans-
ladadas, dilatadas e contraidas para uma analise tenqpeééfreia de sinais
sismicos na geofisica [68]. Mais tarde tais funcfes rec@aies nome de
wavelet de Morlet. Esse procedimento de analise foi formalizada aem
esforcos de matematicos, como Alex Grossman e Yves Meyey.pue
exemplo, o histérico e as referéncias em [66]. Hoje se sabeaigiideias
ja constituiam um centro de convergéncia dos trabalhosdelsélos por
varios fisicos, matematicos e engenheiros desde da déeadaembora
sem sinergia entre elas. Esse procedimento formalizad@pesman e
Morlet € o que chamamaos hoje de transformada continuadelet, cujas
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algumas das funcdes analisadoras populares s@@\asdet de Morlet e

de Maar, também conhecida como chapéu mexicano na area like ana
de sinais e Rice na geofisica (Figura 1.1). Nesse conteafimedse uma
funcédo que tenha essas propriedades de “pequena-ondahalRoente,
essa prova pode nao ser facil e a transformada originadafdentalismo
nao possui algoritmos muito eficientes até esse momentosésa tratado
com mais detalhes na Capitulo 3.

(a) wavelet de Morlet (b) wavelet de Maar

Figura 1.1: Exemplos de duas funcdeavelets populares, uma da familia de Morlet,
com suas parte real e imaginaria, e outra da familia de Machapéu mexicano ou Rice.

No inicio da década dg0, uma ferramenta matematica muito impor-
tante no contextevavelet surge, a ja famosa analise multirresolucédo (MR ).
Criada por Stéphane Mallat, a analise MR passa a ser uma gaudama-
radigma na histéria dasavelets pois com essa ferramenta pode-se criar
funcbeswaveletsom propriedades de interesse como suavidade e sime-
tria. Baseado nessa ferramenta, ele também criou alg@tapedos para
se executar tal transformada e formas eficientes de arnragsrdados
transformados. Ingrid Daubechies utilizou da analise MiR paar fami-
lias dewavelets as mais conhecidas hoje séo as familias biortogonais de
Daubechies, que tem como caso patrticular as familias artagoe Dau-
bechies. Isso sera tratado com mais detalhes na Capitulmd.dds mais
famosas aplicacfes dessas fung@aselet de Daubechies é apresentada
no Capitulo 5. Nesse contexto, das transformadas contidisareta, sur-
giram varias familias devavelet® novas técnicas de criacdo dessas fun-
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cOes, sendo algumas delas apresentadas no Capitulo 6. Nol€#&®sao
feitas as consideracfes finais dessas notas e apresentados endere-
cos de busca de interesse nessa area. Sao acrescentadés t@ignns
conceitos matematicos e numéricos de interesse no comextelet no
Apéndice A.

1.3 Por que usarwavelets?

O uso das técnicas deavelet na area de analise de sinais e equacdes
diferenciais cresceu exponencialmente nas ultimas década elas re-
presentam uma sintese de ideias antigas aliada a resultagoses como
eficientes algoritmos computacionais e de interesse ewegpks de uma
ampla comunidade [17, 50]. O grande destaque desse tipacuieae
a introducéo da decomposicédo tempo—frequéncia. Um exelgptoco-
nhecido desse tipo de comportamento pode ser encontradstmituea
musical, que é vista como eventos no tempo. Embora partitdpema
estrutura de maior complexidade, uma musica pode ser edéeodmo
um conjunto de notas musicais que se caracterizam por cueEtimetros:
frequéncia, momento de ocorréncia, duragao e intensid&j&8].

Quando se fala da aplicacdo da analiserelet a determinado sinal,
uma questao importante é avaliar se sua utilizacéo é re@menessaria.
As ferramentasvavelets ndo resolvem todos os problemas; apenas pro-
blemas em que aonde é importante a localizacdo de estrowi@salise
de regularidade local. Na constatacdo dessa necessidatke st impor-
tante selecionar a melhor representag@velet para o sinal em estudo.
Assim, nos proximas secbes, faz—se uma breve apresentachuatise
Fourier como um caminho para o mundo das/elet e apresenta-se uma
visdo simplificada dessa fascinante area e de suas apkoaqg@ieradas do
ponto de vista de ciéncias e tecnologias espaciais.



Capitulo 2

De Fourier a wavelets

O texto desta sessdo é um resumo de algumas ideias de aedfsarder
apresentadas nos livros [34], [43], [47], [49] e [61].

2.1 Série de Fourier

Séries de Fourier e Transformadas de Fourier sdo geralrratdadas de
forma separada em matematica, pois elas envolvem doisdgossse de
funcdes. A representacao de séries de Fourier de uma furgigmeriodica
f(t) = f(t+T) pode ser expressa por

Ft)="Y" frexp(ik&ot) (2.1.1)

k=—o00

~ t0+T A~
em quef, = T/ f(t) exp(—ik&ot)dt, sendof os coeficientes de
to

Fourier T = 27, 0 periodo, em qué, é a frequéncia fundamental. O
conjunto de funcdes;, = exp(:kéot), k € Z, forma uma base ortogonal
completa dd.? [ty, to + T7, i.e.,

to+T
/ €k62dt = Ték,é-

to

21
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O coeficiente de Fourier, escrito como um produto int@gl’ﬁﬂ% (f(t),ex),
representa a componente ortogonal da fung@pemk¢,. A série de Fou-
rier € uma expanséo g&t¢) com respeito a base ortonormak, k € Z}.
Se a série de Fourier for truncada em um certo numero de tesmos
serdo introduzidos na representacao, entretanto conaesteale uma pro-
jecao ortogonal os coeficientes garantem que o erro médurafico é
minimo.

Supondo uma fungag(t) € L?*(R) periédica, com period@7’, sua
série de Fourier pode ser escrita em termos de senos e cesiseno

a > kmt kmt
= 50 +; <akcos (T) + b, sen (T)) :

em que os coeficientes de Fourigre b, S0 reais e expressos por

T T
_ % /_T £(#) cos <$) it e b % /_T £(#) sen <$) dt

(2.1.2)
parak = 0,1,2,.... Ou ainda, ela pode ser representada de uma forma
complexa apenas com 0s harmonicos positivos como em

kmt
+ Z Cp, COS (i + Qk) (2.1.3)

b
come; = mexp@ek), 6, = tan~! (__k),

TfO Jeos(EE)dt e by=2 OT f(t) ser(*)dt

2.2 Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier pode ser expressa em termos de ama S
de ondas senoidais. Essas ondas senoidais sao muito bdiraldas na
frequéncia, mas ndo no tempo, pois seus suportes sao deicwnior
infinito. Isso € uma consequéncia da periodicidade das asigase.

Do contexto da analise de sinais, a Transformada de Fo&Tey &na-
lisa os conteudos frequenciais de um sinal. Nesse textapmwtsinal é
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utilizado como sindnimo para uma funcée@ o termo frequéncia é usado
como o inverso do periodo. Um sinal unidimensional é pecmdie pe-
riodoT > 0, se é inalterado por uma translagépsendo, entdo, o seu
suporte de comprimento infinito. No entanto, esse sinalain@nte de-
terminado pelos seus valores ao longo de um intervalo de oo’ .
Nessa representacao sobre um intervalo de témp@oregularidade deste
sinal implica a igualdade dos valores das fungdes e dos suaadhas nas
extremidades esquerda e direita do intervalo.

A Transformada de Fourier tem varias propriedades alggb(@mmo as
apresentadas na Tabela 2.1). Pode-se mostrar com essasdades que
ha relacbes de simetrias entre o espaco nao transformadaresfotmado,
conforme apresentado na Tabela 2.2. Além disso, a FT é unadqrer
linear invariante da diferenciacao, pois as ondas sersosd@i autovalores
do operador de diferenciagao.

Tabela 2.1: Algumas propriedades algébricas da Transftame Fourier

Propriedade Funcéo Transformada de Fourier
(1) £
Inversao f@) 2m f(=¢)
Convolucéo fixf2(t)  f1(€)f2(8)
Multiplicag&o L f20t) = f1xfo (9%
Translacdo ft—to) exp(—tto &) ()
Modulag&o exp(rbot)  f(€— &)
Escala f(5) s f(s€)
Deridadas no tempo F® @) (&) ()(€)
Derivadas na frequéncia (—u)? f(t)  f(®)(¢)
Conjugado complexo f*(t) (=9

Simetria Hermitiana fit) eRr f(=&) =F*©

NOTA: x é o simbolo de convolugéde,é o simbolo de complexo conjugad(fé?’) € a p-ésima derivada ¢& Considera-se a
definicdo de FT de teoria de grupo.

Ha muitas formas de escrever e normalizar a TransformadauéeF
de uma fun¢dg’ emIL?*(R) e sua inversa (IFT ), dependendo da area de
aplicacao, veja por exemplo a Tabela 2.3.

Uma ferramenta muito Util na andlise de sinais é o modulorquiadda
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Tabela 2.2: Simetrias em ambos os dominios

Espago nao transformado Espat;o de Fourier

f(t) éreal f=o)=1f©

f(t) é imaginaria f(=9=-F©
/(1) é par F(&) épar
f(t) é impar f(&) é impar
f(t) éreal e par f(&) éreal e par
f(t) éreal e impar f(&) é imaginéria e impar
f(t) € imaginaria e par f(g) é imaginaria e par
f(t) € imaginaria e impar f(g) éreal e impar

Tabela 2.3: Diferentes definic6es de transformada de Fourie

Area Normalizag&o FT IFT
f) = )=
oo o0
Processamento de si- e~ 7t L3 7€ / f&) e 2t g / fe) e metae
nais - —
. . _2 pp ,i 1 > —€t 1 RO £t
Andlise Harmonica e" 2 He 2 Tar Lw f(t)e *stdt v f(&)e*stde
2P £ a t 1 e t
Teoria de Grupo e T S e dn / &) e Stat 5= / f&) et
J—oc0 —o0

NOTA: Compilado por M. Farge, 2006.

FT, conhecido com espectro de poténcia:

S(€) = £ ‘ / (8 expl—act)at|

Esse espectro apresenta a energia, no sentido de fidiiRa associada
a cada conteudo frequencial. No casofde R esse espectro é simétrico,
como apresentado na Tabela 2.2 e na Figura 2.6. Em aplicded#sais,

€ comum considerar apenas a parte frequencial positiva.
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Um importante conceito de conservacao de energia nestextorgé o
Teorema de Parseval :

Teorema 2.1(Teorema de Parsevalpejamf, g € L}(R) N L?*(R) entdo

| rwgoi =5 [~ i

Este garante que a nord(R) se conserva entre o espago nao trans-
formado e no de Fourier, ou seja, ge- g, tem-se

GRS G
oo T J_oo
Muitas vezes o0 espaco nao transformado recebe o nome dedd$pa

sico” e apos a transformada de Fourier de "espaco ou dongrftodrier”.

Na area de turbuléncia, muitas vezes o "espaco de FouriarhBdm co-
nhecido como "espaqgd’, pois a variavel frequencial costuma ser denotada
por x nessa area da fisica.

2.2.1 Caracterizacao de regularidade

Formalmente, uma funcgbeé limitada ep vezes continuamente diferenci-
ada, com derivadas limitadas se

| 17010+ lee < o (2.2.4)
Essa propriedade pode ser estendidd && uniformementen—Lipschitz
emR para [~ 1F(E)|(1 + |€]*)dE < oc. Isso é chamado de regularizagéo
de Lipschitz. Por definicdo, se uma funcfié pontualmente—Lipschitz
parac > 0 emw, entdo existe unk’ > 0 e um polinbmiop, de grau
m = |a] tal quevt € R,|f(t) — p,(t)| < K|t —v|*. Uma funcéof é
a—Lipschitz sobrda, b] se ela satisfaz essa defini¢do para todo [a, b],
com uma constante K que ndo depende,dmtdo ela é dita ser regular.
Devido a essas propriedades, a FT pode dar indicacdes soiyyala-
ridade global de um sinal. Pode-se obter também frequéinsitstaneas
de sinais analiticos. Por definicdo, um sinal analitico éekqouja FT é
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zero para as frequéncias negativas. A parte analifide uma funcéo real
f € expressa por sua FT,

£(6) = {2f(§), se€ > 0

0, caso contrario,

Pode-se reescrevef, em termos de seu moédulo e de sua fase com-
plexa, i.e., f,(t) = a(t) exp(:0(t)). Entdo, a frequéncia instantangaé
a derivada ndo negativa da fase complexa, &g1) = % > 0. Funcdes
analiticas podem ser consideradas as pontes entre patis@funcdes
em geral, pois sdo localmente dadas por uma série converdgeata on-
das senoidais, a definicdo g coincide com a definicdo de frequéncia
usual da FT, entretanto§g da soma de duas ondas senoidais é a média
dessas frequéncias, o que nao coincide com o resultad@olatiE T .

Exemplos desses sinais analiticos séo as fungdes confieoiachir-
ps (cuja traducéo literal é zunido, mais especificamente soodugido
pelos besouros).

As fungdeschirps sdo bastante conhecidas no contextelet, al-
guns exemplos de funcdehirps estdo apresentados na Tabela 2.4 e na
Figura 2.1.

Tabela 2.4: Exemplos de fung¢fes analiticas

Nome f@)
Chirp Gaussiano a exp|[— (b —0)t?]
Chirp linear a exp(1bt?)

Chirp quadratico aexp(bt3)
Chirp hiperbdlico a cos L) parad < t < ¢

NOTACAO: a,b,c,t € Rer = +/—1.

Em especial, avaveletde Gabor € um caso particular de uma funcéo
chirp de Gabor, i.e.,

Y(t;0,8) = exp(e€t) d§G(1; o),
1 12

em queg(t;o) = - exp(—=——), que para? > 1 é aproximada-
(ro2)1 202
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(a) Chirp Gaussiano (b) Chirp linear
) ‘ =
< ° ‘5 T t
i i
-3 2 1 C; 1 2 3
(c) Chirp quadratico (d) Chirp hiperbdlico
! ‘ﬁ i ) / Y ;Ef;(l‘*\\ N T ; T : T
i i
05 \’ \“\ ‘/“" \‘ \‘ “ 05
i N
> . IS
S ob : b =
HIIRRE P
| / Lol
i il
—05“ “ o ‘,“ “\ H ‘— 05
H “ A ’g“‘ \0\ / \‘ /
. I \/ \ [ .
-4 -3 2 1 C; 1 2 3 a4 ] 05 1t 15 2

Figura 2.1: Exemplos de fun¢felirp, como apresentadas na Tabela 2.4. Parametro
1
1, e para (a) parametrés= 27, ¢ = 67, para (b) e (cp = 1 e para (dp = 67, c = 2.3.

mente uma funcéo analitica (Fig. 2.2). Com a escolha cestpal@metros
dawaveletde Gabor ha um equilibrio entre as resolucbes temporal e fre-
guencial e localmente essa fung&aveletpoder ser aproximada por um
polinbmio. A mais conhecidaavelede Gabor é avaveletde Morlet,
cuja representacgédo esta na Figura 1.1 (a).

Dessa forma, caracterizar frequéncias instantaneas denahmes sen-
tido de Fourier, mesmo em casos simples como cctiops, requer outra
ferramenta matematica.
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(b) o =2, =27
it | O
|
05 \“ ‘\‘ s 05 f\ i
= 1 H\ f\ = ';A\ (\\‘(“\ f\ 0
= HHEEER 5. T
}“\ H\‘/ /\“w‘;‘\‘\\w“\m“\/\ul
v HH v iv’ "‘H./
>l H \v/ 05 v
e
y 2 i 2 6 6 > i Y .
(©o=1¢=3n
‘ B

Figura 2.2: Exemplos de funcoesvelede Gabor.

2.3 Transformada Janelada de Fourier

A transformada janelada de Fourier (WFRAindowed Fourier Transforin
substitui a transformada de Fourier de ondas senoidaippadoito de uma
senoide com uma janela que é localizada no tempo. E umadrarsda
linear que usa um atomo, produto de uma onda senoidal comarmakaj
simétrica de energia finita. A familia de atomos dessa transformada é
obtida por uma translacédo temporal e modulagéo da frecuélacjanela

original:

f(uaf) = /_00 f(t) g(t — u) exp(—&t)dt.
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Cada &tomo possui uma frequéncia cergralsimetria com respeito@
O espalhamento tempo-frequéncia dessas funcdes é censtant

Familia de &tomos sdo geradas pela translacdo em tempauériceg
de um atomo.

A WFT é reversivel e possui uma resolucdo tempo-frequéraia-c
tante, em que essa resolucio pode mudar com o reescalonjametea E
uma transformada completa, estavel e € uma redundantseepxedo do
sinal. Redundancia implica em um nuclé&erne) de reproducéo.

O modulo quadrado da WFT é o espectro do sinal :

|f(u, ))* = ’/OO f(t)g(t —u) exp(—it)dt| .

As propriedades da WFT sao determinadas pela janelapela FT dessa
janela, cuja energia deve estar concentrada em torno do&enedida de
espalhamento dessa energia é dada por trés parametros:

e Araiz média quadrada do tamanho da largura da banda de fregigué
Se essa largura for pequena, a energia da janela é coneeetrad
torno de zero.

e A amplitude maxima de seus primeirgide lobegprojecdes laterais),
medidos em decibéis: Essegle lobespodem criar “sombras” em
cada um dos lados da frequéncia central.

e O expoente polinomial que descreve o decaimento da WFT tess al
frequéncias. Ele acrescenta o comportamento da FT alénindeip
side lobe

Originalmente essa transformada janelada, na verdads@oveiscreta
dela, foi introduzida por Gabor com a funcéo janela sendo Goeussi-
ana e por isso muitas vezes é conhecida com transformadale G
literatura.

Cristas da Janela de Fourier

A WFT tem habilidade de localizar frequéncias instantamesschirps
Gaussianos moderados (Fig. 2.3a), clasp linear echirp quadratico com
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aumento de frequéncia (Fig. 2.3b,c). No caso da soma dechiogs hi-
perbolicos e seus espectros, destacam-se bem as frequi@staataneas,
entretanto perde-se a frequénciaathirp hiperbdlico quando ela se torna
muito rapida (Fig. 2.3(d)). Isso se da pela resolucao fixa &' W

(a) chirp Gaussiano (b) chirplinear

F(t)
R(f)

Frequéncia
Frequéncia

Tempo * g 0 . o : B @ " Témpo *

(c) chirp quadratico (d) soma dechirps hiperbolicos

R(f)
R(f)

Frequéncia
Frequéncia

" Témpo * g 0 g o o o os “ Tempo”

Figura 2.3: Exemplos de funcesirp e seus respectivos diagramas frequénciampo.
Os campos representados referem-2elag(| f|), para efeito de visualizacao, e a janela
de Hanning foi utilizada na WFT .

Logo, precisa-se de outra forma para lidar com isso, comexemplo
analisar as cristas dessa transformada. Essas cristas pdntos maxi-
mos do espectro. Se a amplitude e a frequéncia tem uma pevpregio
dentro da janela de Fourier, e se a frequéncia instantanesiog que a
banda permitida, entdo as frequéncias que maximizam o tesEgLo-
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ximam as frequéncias instantdneas. Nesses pontos, a iagdera da
transformada é aproximadamente constante. Elas indicdreaqagncias
instantaneas no limite da resolucdo da Transformada, seeske caso
usados janelas simétricas com respeificegpossuem suporfe-1/2,1/2].
Entdo, as WFR da soma de dois sinais analiticos podem diserisuas
duas frequéncias instantaneas se essa diferenca for nu@ar ggmanho
da banda da janela. Essa ¢ uma condicéo relativa a diferbagluta de
frequéncias, sendo relacionada a estrutura de cobertupéado tempo-
frequéncia.

Portanto, as WFR podem detectar frequéncias localizadstedgue
elas ndo sejam muito préximas. Entdo, para estes casossgpsecde
outra ferramenta, como, por exemplo, a transfornvaaleelet(\WT ).
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2.4 Principio de Incerteza de Heisenberg

Para representar o comportamento frequencial de um sicedizado no
tempo, o sinal deve ser analisado por fun¢des que sao ladatzanto no
tempo como na frequéncia. Por exemplo, sinais com supon@actos
no tempo e no dominio frequencial. Essa localizacdo temggp+€ncia
é limitada por um teorema provado por Fourier que é contéxaam na
mecanica quantica e conhecido atualmente cBrnm@ipio da incerteza de
Heisenberd57].

Teorema 2.2. (Principio da incerteza de Heisenberg) Existe um balanco
entre a resolugdo em tempo e a resolucdo em frequénciaf Seima
funcédo doL?(R), entdo as variacdes em tempd e em frequéncia\¢

sao inversamente proporcionais, de forma que

(At)? (A€)? > constante

Essa constante depende da normalizagéo utilizada. Comesuttado
direto desse teorema, no caso das senoifié® zero e entaad\t é infi-
nito, assim com as bases de Fourier ndo ha localizacdo tahgoonente
frequencial.

Se afuncag é ndo nula com suporte compacto, entdo sua FT ndo pode
ser nula em todo o intervalo. Por outro lado, se a FT possarsapom-
pacto, entdo a func¢gbnao pode ser nula em todos os intervalos temporais.
Se as restricdes de Heisenberg séo verificadas, € imposgisgt uma
funcéo dolL?(R) que possua suporte compacto nos dominios de tempo e
frequéncia (Fourier). Isso significa que nao existe umasmfibquencial
instantanea para sinais de energia finita.

A localizagdo tempo-frequéncia de um atomo é representatia @
chamadacaixa de Heisenberdocalizada no plano tempo-frequéncia, que
€ um retangulo com uma janela de largura tempaviak de altura fre-
quencialA¢ e centro tempo-frequéncia que coincide com o sinal. Para
uma familia de vetores ser baseldigR), é razoavel esperar queGaxas
de Heisenbergubram o plano tempo-frequéncia.

Na Figura 2.4(a) o diagrama de tempo—frequéncia € aprekeptaa
a Transformada de Fourier, observa-se nesse plano que héeahzacao
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temporal. Estratégias tempo-frequéncia possiveis sé@asférmadas Ja-
neladas de Fourier e a Transformailavelet Nas Figuras 2.4(b) e 2.4(c)
sao apresentados os plano tempo-frequéncia dessas asisrireadas.

Para cobrir o plano tempo—frequéncia, no conceito do fpincie Hei-
senberg, uma malha regular ndo pode ser usada, i.e., saussanhter-
valos de tempo que séo inversamente proporcionais a freigu&endo o
altimo, ele mesmo, proporcional a escala.

Na WFT ha uma certa localizagédo, mas a janela é constantea @24,
b). Na transformadavaveletas ondas senoidais da FT e a janela fixa da
WFT séo substituidas por familias geradas por translacdestacoes de
uma funcéo “janela” chamadeavelet Tem-se, entdo, dois ingredientes:
tempo e escala (Figura 2.4, c).

De um modo ideal, as funcoesmvelepossuem a propriedade de dupla
localizacdo: em frequéncia e em tempo, com um compromigdse elas.
A localizacéo temporal ocorre por ser a fungéaveleiocalizada em um
intervalo finito, ou asvaveletdem suporte compacto ou um suporte que na
pratica possa ser considerado compaictq,com um rapido decaimento.
Dessa forma, a medida que a escala aumenta, as fungietetdessas
escalas ficam localizadas em intervalos de comprimento wedaeno-
res. Em cada nivel de escala, todas as fung@e®lefpossuem a mesma
forma, s6 mudando seus pontos de localizagao, i.e., tcarsde.

A localizacao em frequéncia deve—se a transformada dedfalaifun-
caowaveletpoder ser interpretada como um filjpassa—bandaDevido
a propriedade de dupla localizagcdo das fungiiagelet a transformada
wavelet dita do tipdocal em tempo—frequéngiaom resolucéo temporal
e em frequéncia inversamente proporcionais.

2.4.1 Implementacdo computacional

Do ponto de vista discreto, a FT pode ser obtida pela tramsfda discreta
de Fourier (DFT). A FT discreta de um singlperiédico € definida como

)= e 3wt e (212227

n=0

sendo/N numero de dados no sinal.
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Do ponto de vista computacional tem-se algoritmos rapidoesonto-
nhecidos, denominados transformada rapida de Fourier YFEgle au-
xiliam esses calculos. Esses algoritmos reduzem o custputawgional
dessa implementacéo d&(N?) paraO(N log, N), quandoN pode ser
expresso como uma poténciaie

Na verdade, existem uma familia de algoritmos que recebsmdes
nominacéo de FFT . A FFT alterou a viabilidade computacidaaFT e
suas transformadas derivadas e de muitas das aplicacose goahece
hoje no mundo digital. Por essa razdo, a FFT € por muitos dersla o
algoritmo mais importantes do século passado.

No GNU/oCTAVE tem-se a FFT implementada pelo comando
fft(x, N) que utiliza a sub-rotina do FFTPAGKO exemplo que se se-
gue, ajuda a entender o uso do comahtlo( x, N) do GNU/OCTAVE no
calculo da DFT de um sinal.

Exemplo 2.1. Considerando uma amostra do sina& cos(27n/10) com
n = 0,1,..29, ou seja uma amostra d# pontos, sendd( pontos por
periodo, no>GNU/OCTAVE teria-se,

n
X

[0:29];
cos(2*xpi *n/ 10);

A sintaxe do comando &f t ( x, N) ondex é a amostra do sinal ¥ é

namero de pontos usado na transformada e deve ser maior gueera
de pontos da amostra do sinal. Neste exemplo considerésedlores
diferentes pardl, sendo, N1 = 64; N2 = 128; e N3 = 256. Por hora ha
apenas o interesse na magnitude da transformada e nao eaiesaiima

distincdo da parte real e imaginaria. Para isto utiliza-sernandoabs,
como seque

X1 = abs(fft(x,N1));
X2 = abs(fft(x,N2));
X3 = abs(fft(x,N3));

Os resultados obtidos séo as escalas de frequéncias gaenigic0 e se
estende at&/ — 1, em queN = N1, N2, N3. Para uma comparacéo dos
resultados, aplica-se a normalizacao de tal forma que ¢aesgja de 0 a
1—1/N, ou seja

F1

F2
F3

[0 : NI - 1]/Ni;
[0 : N2 - 1]/N2;
[0 : N3 - 1]/Ng;

IMais detalhes podem ser obtidos em http://www.netlibftypgick/index. htm.
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Obtem-se os graficos da Figura 2.5 com o0s seguintes comandos:

subpl ot (3,1, 1)
plot(F1,X1,’-x"),title(’N=64"),axis([0 1 0 20])
subpl ot (3,1, 2)
plot(F2,X2,"-x"),title(’N= 128"),axis([0 1 0 20])
subpl ot (3,1, 3)
plot(F3,X3,"-x"),title(’N= 256"),axis([0 1 0 20])

Observa-se que cada transformacéo apresenta a mesma dferen)ci-
ando apenas no numero de amostras usados em cada caso.

De uma forma geral os algoritmos de FFT sdo usados para csidel
convolucdo e nao estdo normalizados pelo nimero de elesn@atserie.
Para o calculo do espectro do sinal necessita-se aindaragusixo das
frequéncias ( muitas vezes chamadofftlshift) e calcular o modulo ao
quadrado dos coeficientes. Outro fator que pode influenei&wrdha sig-
nificativa € o nimero de periodos considerados, como mosxamplo
que se segue:

Exemplo 2.2. No exemplo anterior considera-se uma amostra do sinal
x = cos(27n/10) comn = 0, 1,..29, com3 periodos. Considera-se agora
N = 2048 e é variada a quantidade de periodos. Para obter os graficos,
mostrados na Figura 2.6, usam-se 0s seguintes comandos:

n = [0:29];

x1 cos(2xpi xn/ 10); % 3 peri odos

x2 [x1 x1]; % 6 peri odos

x3 [x1 x1 x1]; %9 periodos

N = 2048;

X1 abs(fft(x1,N));

X2 abs(fft(x2,N));

X3 abs(fft(x3,N));

F =T[10:N1]/N,

subpl ot (3,1, 1)

plot(F, X1),title(’ 3 periodos’),axis([0 1 0 50])
subpl ot (3,1, 2)

plot(F, X2),title(’ 6 periodos’),axis([0 1 0 50])
subpl ot (3,1, 3)

plot(F, X3),title(’9 periodos’),axis([0 1 0 50])

Observa-se que a variacdo dos periodos influenciam nastadeslidas
frequéncias dos 2-sinc centrados em 0.1 e 0.9.
Frequéncia de Nyquist

A FFT fornece informagdes sobre a frequéncia entregf0&eN/2. No en-
tanto, sabe-se que a frequéncia de amostragem deve ser ¢grebs nfuas
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vezes a componente de maior frequéncia. Portanto, o espltsinal
deve estar unicamente abaixo da frequéncia de Nygfis2, Um si-

nal real deve ter uma magnitude de transformacédo que € gim@tra
frequéncias positivas e negativas. Desta forma, em vezrdentees-
pectro que vai de 0 &, seria mais apropriado mostrar o espectro de
—fs/2 a f,/2. lIsto pode ser obtido, usando a funcfibt shi ft do
GNU/ocTAVE , como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3. Considere a amostra do sinal = cos(27n/10) comn =
0,1,..149e N = 2048. Usando o cédigo que se segue, obtém-se o espectro
de—f;/2 a f;/2, com visto na Figura 2.7.

n = [0:149];

x1 = cos(2xpi*n/10);

N = 2048;

X = abs(fft(x1,N));

X = fftshift(X);
F=[-N2:N2-1]/N,
plot(F, X,

x| abel (" frequencia / f_s’)

2.5 Exercicios

Exercicio 2.1. Usando oGNU/oCTAVE, aplique a FFT para a funcéo
do Exemplo 2.1, comv1 = 30 (0 mesmo namero da amostra do sinal) e
compare o grafico resultante com os demais.

Exercicio 2.2. Usando oGNU/ocCTAVE aplique a FFT para a funcdo do
Exemplo 2.2, usando 36 periodos (dica: ugke=[ x3 x3 x3 x3] )e
observe que os 2-sinc se aparentam mais com dois impulsos.

Exercicio 2.3. Aproxime o espectro do singlz) = sert(rx/5) e com-
pare com o espectro dgz) = 1/2(1 — cos(27x/5)).

Exercicio 2.4. Calcule o espectro do singl(z) =« serf(mz/5). Verifique
gue ndo ha mais simetria.
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(a) Transformada de Fourier
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(b) Transformada Janelada de Fourier
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Figura 2.4: Esquema de um plano tempdrequéncia: (a) FT e sua funcao base, nesse
caso ndo hé localizagao temporal; (b) WFT e suas fun¢Bestsse caso ha uma certa
localizacdo, mas a janela é constante; (¢) WT, nesse casplarda sdo apresentadas
variagdes proporcionais dos intervalos de tempo e de freigé a direita uma represen-
tacéo da dilatacdo de uma fungéiavelenesses respectivos intervalos.
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N=64

N=128

N =256

Figura 2.5: Transformada de Fourier para cosseno, usang4, 128, 256.
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Figura 2.6: Transformada de Fourier para cosseno, usafido®Bperiodos &7 = 2048.
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Figura 2.7: Aproximacao do espectro pdi@) = cos(27 x/10), usando amostra com
15 periodos e FFT conV = 2048. Observa-se a simetria desse espectro, por isso quando
o sinal é real normalmente apresenta-se apenas meio esfhedtband spectruim



Capitulo 3

Transformadas Wavel et

Do ponto de vista formal e historico, primeiramente surditaasformada
continua e depois a analise multirresolucéo e a transf@mliadreta. Este
capitulo apresenta a transformada continua muito utdizad hoje para
andlise de sinais.

3.1 Formulacgao integral

AWT é uma transformada linear que pode ser utilizada nasndé sinais
nao estacionarios para extrair informacdes das variagheBeguéncia
desses sinais e para detectar suas estruturas tempoakaniespacial-
mente localizadas.

A WT da funcéof é definida pela transformada integral

Qﬁ?(a,b):/_oo F)ba,(t)dt  a>0, (3.1.1)

Vap(t) = % (t ; b)

representa a familia de funcéeaveletescolhida, denominada funcéa-
velet-analisadora owaveletmae. O parametrose refere a escalag um
parametro de translacdo ou localizacéo da fungdieeletmae e@mb(t) é
0 complexo conjugado de, ;(t).

em que

41
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A variacdo do parametre tém o efeito de dilatagdo (quando> 1)
e de contracao (quando< a < 1) da fungcdowaveletanalisadora (um
exemplo dessa dilatacdo é apresentado na Figura 3.1). Gmmasle—se
analisar respectivamente os aspectos de longo ou curtadpeana série.
A medida queb varia, a fungéof € analisada localmente em torno desse
ponto (um exemplo dessa translacéo € apresentado na Figura 3

a=0.5,b=0

t
a =1,b = 0, waveletanalisadora de Maar

Figura 3.1: Exemplo de dilatag&o de uma fungéwelet



a=1,b=5 a=1b=-1
t t
a=1,b=4 a=1,b=-2
3. =,
t t
azlabZS azl,b:—g
= =
= =,
2 2
a=1,b=2 a=1b=—-4
= =
RS =,
2 2
azlabzl azl,b:—5
< =
RS RS
2 2

Figura 3.2: Exemplo de translacéo de uma fungéoeletde Maar analisadora.
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3.2 Transformadawave et continua

A transformada integral (3.1.1) é chamada de transformexdeletconti-
nua (CWT ) quando os parametros de escala e localizacao assuato-
res continuos.

E possivel também obter a inversa dessa transformada, queessa

por
390 ()
J f Cw/ / 5 W (a ) ¥a,(t) dadb,

em queC,, € uma constante que depende da fungéweletescolhida, al-
gumas vezes conhecida como constante de admissibilideddo8 <
Cy < oo para ter transformada inversa.

A CWT equivale a um microscépio matematico, cuja ampliacdada
pelo inverso do parametro de dilatacéo e a capacidade (atiaascolha
da funcéowaveletanalisadora [36].

Analogamente a FT, tem-se os especwaselet, também chamados
de escalogramas, que representam as amplitudes quasiiddicaddulo
dos coeficientewavelet que podem ser interpretados como a distribuicao
da energia do sinal empor sua escala. Paleta de cores para destacar as
variagdes, normalizacdes, utilizar a representagadogp ou emlog, e
outros artificios de destaque também costumam ser usadss tipo de
gréfico para ressaltar caracteristicas especificas dooestals detalhes
podem ser vistos nos trabalhos de Marie Farge no inicio daddéde 90
emwavel et s. ens. fr. Na literatura ha casos inclusive em que se re-
presenta apenas a parte real dos coeficievdwelet dessa forma é muito
importante observar o que, e como esta sendo implementadaaiza-
céo do escalograma. Entdo, em resumo, os coeficiaraesletsle uma
CWT de uma série temporal podem ser apresentados visuapanima
imagem ou um campo de isolinhas, separadamente em modulcatjoa
e fase. Tem-se também o espectro glokalveleigue é obtido pela inte-
gracao temporal do escalograma. Ele pode ser comparadpectresde
Fourier, porém como trata de uma banda de frequéncia, erhégbem
mais suave.

Em analogia a analise de Fourier pode-se estabelecer uagdaoetn-
tre a frequéncia central associada a fungavelet,,, (também conhecida
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Tabela 3.1: Frequéncia central associada a fung@gslets

wavelet &y
Daubechies spline ortogoral| 0,667
Haar 0,996
Maar 0,250
Meyer 0,690
Morlet 0,813

como pseudo-frequéncia) e a frequéncia central associadeatel, da
seguinte forma
&y

é—a - aAt’
em queAt é o periodo de amostragem [1]. Na Tabela 3.1 sdo apresenta-
dos os valores dg; para algumasvaveletgpopulares apresentadas neste
tutorial.

(3.2.2)

waveletsde Morlet

A wavelede Morlet (Figura 1.1,a) consiste de uma onda plana modulada
por uma funcdo Gaussiana que é expressa por

60 = e (80— (-2 ) [ e (-5

em ques é uma frequéncia ndo—dimensional. Em geral, escolh@<sé,
de tal forma que a condicdo de admissibilidade é satisfepd a igual-
dade do Teorema de Heisenberg € aproximadamente sat{sfeitsen-
tado na pagina 32). Essa fung@avelet uma funcdo complexa, o que
permite analisar a fase e o médulo do sinal decomposto.

Como exemplo de uma representacédo de um resultado da CWT, na
Figura 3.3 sdo apresentadas diferentes sinais e seustrespespectros
de Fourier, espectrosavelefglobais, seu escalograma e seu gréfico de
fase.

Em alguns casos, a transformada continua podem ser tamlztriada
por meio de bancos de filtros de uma forma similar a apresemada-
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Frequency Modulation Abrupt change in frequency
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Figura 3.3: Sinais e seus respectivos espectros de Faspactrosvavelegglobais, seu
escalograma e seu gréfico de fase.

pitulo 4. Isso facilita o célculo reduzindo o custo compiataal, maiores
detalhes pode ser vistos em [89]. Ha muitas aplicacOes ttasséormada
ver por exemplo os trablhos de [3, 33, 65, 91, 94] e suas refa®

waveletsde Maar ou chapéu mexicano

Outrawaveletanalisadora bastante conhecidawsavelede Maar ou cha-
péu mexicano. Ela é a derivada segunda da funcéo de denslielpdeba-
bilidade Gaussiana, expressa por

Y(t) = ﬁ exp (—%) (1-1¢%).

Essa fungdo possui suporte infinito; entretanto, o seu suptativo esta
no intervalo[—5, 5], como pode ser observado na Figura 1.1(b).
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Escolha entre essag/avelets

Caso se deseje estudar mudancas de amplitude e fasayawakeicom-
plexa pode ser a mais adequada, como a de Morlet. Isso ajumjatua C
rar o comportamento oscilatério dos dados. Por exemplo,iguad3.4
um mesmo sinal ndo estacionario, com uma mudanca de freguénc
representado por duas funcdeavelet, dando origem a espectrosve-
letdiferentes.

Synihetic two different frequency sinus—signal

1o
0.8 3
0.6 o
04 4
02 o
0]
-02 3
-4 3
-06 3
_(ljg E Time
-1 -90 =50 -10 30 0 1o ]
007 Fourier Spectrum
.06
005 3
0.04 7
0.03 7
Q02
omof Freq
[s] 04 08 12 L& 20 24 28 32
- = Wavelet wan sform (Morlet mother—waveler)
2 %
28 A
2.4 -
30 —
e 'H
1.2
08
04 E - ‘ Time
-5 -10

30 sl 110 150
‘Wavelet transform (mexican hat mother—wavelet)

fmmmmﬂ’ :

OO — 3R L
e S

Time

30 70 1o 150

Figura 3.4: Exemplo de um sinal ndo estacionario, com umaangaide frequéncia, e
sua representacdo em dwiaveletespectros com diferentesmvelet-mae.
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3.3 Transformadawavelet discreta

A transformadawvaveletiscreta (DWT ) é implementada em valores dis-
cretos de escalae localizagad:. Nesse caso, pode-se ter representacdes
redundantes ou nao, dependendo do esquema de discretizdizzolo.
Para evitar redundancias, pode—se escolher fungéesletjue formem
uma base ortonormal e definir uma DWT da seguinte forma

d=2% [ oo,
em que _
Yi(t) =272 ¢ (277t — k)

sao as funcdewavelete d{; sao os coeficientagavelet Tais conjuntos de
funcdeswaveletsdo ortogonais com suas respectivas funcdes transladadas
e dilatadas. Detalhes de como construir fungéi@geletsie interesse para
essa transformada séo apresentadas no proximo capitulo.

3.4 Exercicios

Exercicio 3.1. Utilizando oGNU/oCTAVE e noGNU/MAXIMA , calcule
as funcdes wavelets de Morlet variando o parametroAvalie as condi-
¢cOes de admissibilidade e de energia unitéria. Analise ssltados. O
gue pode ser intuido dessa analise.

Exercicio 3.2. Calcule a transformada de Fourier a funcdo wavelet de

Morlet utilizando gGNU/OCTAVE e noGNU/MAXIMA . Avalie as con-
dicdes de admissibilidade e de energia unitaria Dica: Uses@acotes

"fft"e "fourie"no GNU/MAXIMA .

| oad(fft)$
| oad("fourie")$



Capitulo 4

Analise multirresolucéo e
construcao de funcoesvavel et

A ferramenta de analise multirresolucdo (MR ) foi uma mudahe para-
digma na area deavelets antes dela, escolhia-se uma fungéo e verificava-
se se ela poderia ser uma fung@avelet 1Isso nem sempre era uma tarefa
facil. Com essa nova ferramenta pode-se criar fung@a®leta partir de
certas condi¢cdes desejadas de regularidade local. Issotpaque hoje
possa-se criar infinitas familias @avelet O texto desta sesséo é inspi-
rado no capitulo de MR descrito em [25].

4.1 MR

A andlise de multirresolucdo de dados é uma transformagéesjabelece
umarelacéo entre as informacdgé ™!} sobre uma dada funggamo nivel
de resolucdo mais fino ou atual, e informagdes em multinivel

e (O VR D VIR TR (1)

IDWT

em que DWT é o operador de analise, IDWT € o operador de siatese
coeficientesl’ contém a diferenca de informacéo entre dois niveis conse-
cutivosj e j + 1 e ¢/ retém uma versdo suavizada das informacdes. Os
coeficientesl; e c; sdo chamados de coeficienteavelete escala, respec-
tivamente. Esse tipo de transformacao satisfaz as segprdpriedades:

49
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a) A operacao de analise DWT deve ser inversivel: a informagdscala
mais fina pode ser recuperada a partir dos dados em muléesCal
processo reverso € a operacao de sintese IDWT .

b) Ambas as transformacdes, analise e sintese, sdo exaxptadlgorit-
mos eficientes.

c) Os algoritmos devem ser estaveis. Isto significa dizerppgpienas
pertubacdes nos dados ndo sdo amplificadas.

Formalmente, uma MR d&.?(R) {V’, ¢} é uma sequéncia de sub-
espacos lineards’ delL?(R) e uma funcéo associagaconhecida como
funcao escala, satisfazendo as seguintes condicdes:

Pl...cV?2cVicVicVvVicVvic...,
P.2 N V7 = {0},

P3L*(R) = Uses V7,

P4 f(z) e VI & f(2x) € VItL;

P5f(x) e V? & f(x—k)e VO VkeZ;

P.6 ¢(x — k), forma uma base de Riesz Wé.

Tem-se como consequéncias dessas propriedades da MR ageegu
fatos:

e Existe uma sequénciac /2 tal que

¢(x) =2 h(k)p(2x — k) (Relagdode Escaja  (4.1.1)

em queh(k) séo os coeficientes do filtro escala.
e Para cada inteirg, a familia
ol(x) =22(Px — k), ke,

forma uma base de Riesz Ha.
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A relacao de escala no dominio da frequéncia é

¢(§) = H(£/2)9(£/2),
em queH (§) = Y., h(k)e ™ é o filtro de escala associadopa Os
filtros H s&o do tipo passa—baixa, i.é[{0) = 1 e H(w) = 0 como apre-
sentado na Figura 4.5(a).
A contribuicdo da teoriavaveletsdo os espacd$’’ como caracteriza-
cdo de espacos complementares entre dois espacos ensaixadd//+!,
por meio de somas diretas

VIt = VI 4 W

A construcéo dodl’’ é realizada no contexto de MR , isso é exemplificado
nos esquemas da Figura 4.1. Os espafosontém a diferenca de infor-
macao entre o nivel de resolugfe o nivel mais refinadg+1, ou seja, 0s
detalhes entre um nivel e o seguinte.

(@) (b)

j+1
VJ

w W

0 £ 0 g

Figura 4.1: Esquema da construgéo té5no contexto de MR : (a) em dois niveis, e (b)
no contexto multinivel.

4.2 Um exemplo de MR usando Haar

Uma forma de decompor o espdg(R), em espacos de aproximagdes ou
espacos de detalhes, pode ser feita pelos espacos de Rgarlfjitodu-
zidas por Alfréd Haar (1885-1933), no ano de 1909, a funcadade ou
funcao “caixa” € definida por:

o(x) = { 0 et (4.2.2)
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Figura 4.2: A fungéo de Haar

Na Figura 4.2, tem-se a funcdo de Haar e pode-se observarstpie e
apresenta suporte compacto, ou seja, ndo se anula nunalotiémitado,
que neste casol8, 1]. Por um processo de translacéo, nos inteiros, pode-
se obter uma familia de fungdes que geram o espaco de apg@aiia,
definido por:

Definigdo 4.1.Seja¢(z), definida em (4.2.2). O espago de Hdal é
definido como sendg® = span¢(x — k), k € Z}.

Sef € VY entdo

flo)=> ez — k). (4.2.3)

keZ

No espacd’® tem-se representado todas as fun¢des constanté$ily
cujos possiveis pontos de quebra séo os inteiros. A fardlfam;6es de
Haar geradas pela translacdo nos inteiros geram uma baseronial, ou
seja, parg, k € Z tem-se que o produto interno,

[ st ipota-mas={ 5 I}
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o

Figura 4.3: Projecdo dg(z) = e~ /*l emV°.

Com isto, pode-se definir a projecédo flec L?(R) em VY, pela série
(4.2.3) em que,, sao definidos por

o) k+1
cp = / f(z)p(x — k)dx = f(z)dz.
—00 k
Como exemplo, considere a funcfior) = e~ #I. Os coeficientes;, sdo
obtidos por:

o = k+1 €7|x|dl' . ek(e — ].), k< O,
L Tl e e—1), kE>0.

A Figura 4.3 mostra a fungég(z) = ¢ 1l e a aproximagao projetada
sobreV?. Pode-se observar que a projecdoléfngera uma aproximacgao
muito pobre da fung&o. Isto ocorre porque o nivel de resolde@pende
do suporte de cada funcdo base, que neste caso € um.

Os espagos/’

Uma forma de melhorar a aproximacdo é construir bases gerala
funcdo de Haar, em que os pontos de quebra sdo os pontosodiaoic
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14

1.2

-0.2

Figura 4.4: Projecdo dg(z) = e~ |*l emV2.

seja, em pontos da formaé = 277k. Para cada subintervalo diadico
[k277, (k +1)277) considera-se a funcéo base:

202 k27 <z < (k+1)279,

0. co (4.2.4)

Sin(x) = 229(Px — k) = {

Os espaco¥’, gerados pelas funcdgs; ., k inZ} satisfazem as con-
dicdes P.1,...,P.6 que descrevem uma MR.E®R).

A Figura 4.4 representa a projecdo fle) = ¢ '*l em V2, que é uma
melhor aproximacéo que a projecédo gth(Figura 4.3). Quanto maior for
o valor dej melhor sera a aproximacéao.

4.3 Analise de multirresolucéo biortogonal

Uma Andlise de Multirresolucéo Biortogonal (MR do IL?(R) consiste
de pareq V7, ¢} e {V*7 ¢*} de MR relacionadas por

L*(R) = VO 4+ V¥,
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de tal forma que as funcdes de escala associadas satisfazem a relagéo
de biortogonalidade

(p(x — k), " (x — j)) /(bx— “(x —j) de = 0,
e por isso sdo chamadas fun¢bes de escala conjugadas ou Trraise

entdo as familiags) } e {¢;/}. Para umy fixo, as familias{¢]} e {¢;/}
também séo biortogonais, i.e.,

* —2J/¢2]33'— ZJJ:—k)dt:ék,k/,
No dominio da frequéncia, a relacéo de biortogonalidad@reega por

Z G(€ + 2mk) o (& + 2mk) = 1,
!

em que a barra superior indica o complexo conjugado.
Em termos dos filtros de escal& &) e H*(), a relagdo de biortogona-
lidade também pode ser expressa por

H(H(E) + H(E+m)H*({+7) =1.
Os filtros escala ja sédo conhecidos para uma grande gama de funcdes

waveletsver por exemplo o livro [16].

4.4 Funcoes Wavelets

SejamWi = Vitlny*it e W*i = V*itl 0 Vit Sdo validas as
seguintes somas diretas:

VIt =i W v =y

Entéo pode-se definir as funcée® ¢*

—QZg o(2x — k —QZg “(2x — k)
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As familias{] ()} e {1}’ (x)} s&o bases de Riesz té&/ e W*/, em que
Di(x) = 2Pz — k),

O (x) = 2PN (P — k).

A escolha mais usual dee ¢* sao
g(k) = (D" (=k+1),  g'(k) = (=) h(=k +1).
No dominio das frequéncias, tem-se entao,
G(§) = Zg(k)e_mg, G* (&) = Zg*(k)e‘lkg.
kEZ keZ

Esses filtros s&o filtros passa-banda i@) = G*(0) = 0, G(w) =
G*(m) = 1. Um exemplo de um filtro passa-ban@aé apresentado na
Figura 4.5(b).

(@) (b)

16

o

KN

=3 —m
! 2

%

=2
SIE]
|
|
=
NI

)
s
Figura 4.5: Exemplo de filtros passa-baiflee passa-banda.

Entado, ainda no dominio da frequéncia, pode-se escrevaamm da
frequéncia as relagdes de escala

~ ~

D) = GE/2)0(E)2), V(&) =G &/ (€/2).  (4.4.5)

As fungﬁeapi sdo chamadas de funcdeavelet, enquanto as funcdes
y,? séo conhecidas como fungGeavelettonjugadas ou duais. Essas fa-
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milias de funcewaveletsatisfazem as condi¢cdes de biortogonalidade
< Z:v ;j> = 0,
< ZJ7 wf) = 07

4.5 Caracterizacéo local de regularidade

Uma importante caracteristica dos coeficiemteselet?’ (k) = d, é que
a sua ordem de grandeza esta associada ao grau de suavidiacgade
no suporte de)/, e ao nimero de momentos nuloswdavelet), isto é, a

ordem com que a FT(¢) se anula na origem. Assim sendo, se

/ t*Y(t)dt =0, 0 < s <p,
ignifica que os coeficientegaveletdos polindbmios de grau menor ou igual
a p sao todos nulos. Esta propriedade de cancelamento de pidso
é fundamental nas principais aplicacdesveierelet Portanto € impor-
tante trabalhar com funcbesveletgiue possuem varios momentos nulos,
guando se deseja esse tipo de aplicagéo.

Teorema 4.1.Sejap + 1 0 numero de momentos nulos@eSef for uma
funcdo com derivadg(® continua no suporte de/, 0 < s < p+1, entdo
o coeficiente waveldf = (f, ¢/) satisfaz a estimativa

i < C 279 FO

em queC' é uma constante que dependeide || ) ||, € a norma do
maximo def®) no suporte de);.

Portanto, os coeficientagavelefpodem ser usados como indicadores
locais de regularidade das funcdes analisadas, poisitigiti& sdo peque-
nos em regides de suavidade e maiores em regides com sidgdaristo
€ uma propriedade da andlisavelet que a amplitude dos coeficentes
waveletesta associada as variacfes mais abruptas do sinal ouh&istal
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de mais alta frequéncia [10, 16, 66]. Por essa razao, exps@sivave-
letpossuem a vantagem de poderem ser econémicas para umébelasse
ampla de func¢des, como por exemplo, no caso de uma funcée poav
partes. Pode ser visto na representacdo no plano posigsrala, que
a maioria dos coeficientagaveletsdo depreziveis e podem ser desconsi-
derados. Esse € um dos principios basicos na maioria das@jds de
wavelet Pode-se observar também que os coeficientegleindicam a
regido de transicao entre diferentes tipos de movimentasibltando que

a FT néo é capaz de reconhecer essa regiao de transicacs apeaaenca
das frequéncias envolvidas é detectada, sem nenhuma agfémsobre a
localizacéo espacial dessas frequéncias.

4.6 Wavelet splines de Daubechies

As wavelets splinebiortogonais sdo construidas em [13]. Para daga
N* < M, sejaN, de mesma paridade d¢*, tal queM = N + N*. Seja
H* = H - o filtro definido por

oy
H* (&) = e kE/2 (cos 5) ,

e sejad = Hy y- o filtro definido por

H() = e~ k5 (cos g)N Z -

K_I(K—1+m
m=0

) (g2,

em quek =0, seN* for par ek=1, se N* for impar.

O filtro H* esta associado a funcBespline¢* = By, de ordemN* —
1, cujas propriedades de interesse estao descritas no Apéhdi0. Neste
caso, a MR{¢*, /*7} esta associada aos espacos das funcdes de classe
CN"~2 e polinomial por partes de grav — 1.

Por outro lado, o filtra y y- define uma fungéo escata= ¢ - de
tal forma que{¢, V7} e {¢*, V*7} definem uma MR . Da mesma forma
que¢*, ¢ € simétrica em torno de = 0 se N for par, e simétrica em torno
dex = 1/2 seN for impar. O suporte da fungéo escalé [—N, N +1].
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A ordem dos zeros dos filtroF e H* em 7 saoN e N*, respecti-
vamente. Entdo, a condicdo de StrangiFiCSF para a funcéo escala
¢ = ¢nn- € da ordem deV — 1 e a CSF de sua dual é da ordem de
N*—1. Logo, awavelet) tem N* — 1 momentos nulos, enquanto sua dual
1* possuiN — 1 momentos nulos.

Os coeficientes dos filtrds® e h, sGo nimeros racionais cujos denomi-
nadores sao poténcias de 2. Esta propriedade reduz ernogpleanenta-
¢do numérica de algoritmos que utilizam esses valores. Aiéso, sdo
simétricos em torno dé = 1/2, se N for impar, ou em torno dé = 0
seN for par. Na Tabela 4.1 s&o apresentados os coeficié(tes h*(k)
associados &N, N*) = (1,3), (1,5), (2,4), (2,6) e na Figura 4.6 séo
apresentados os gréaficos da fam(lia5). Os valores ndo incluidos na ta-
bela séo obtidos por simetria. Por isso, esgagelets tem uma vantagem
no efeito visual da compresséo de imagens e se tornaram ojaitapes
nessa aplicacdo, mais detalhes sao apresentados no €apitul

Tabela 4.1Coeficientesh(k) e h*(k), para k > 0.

N=1 | N*=3 N*=5 N=2 | N*=4 N* =6
k || 256 h(k) | 256 h* (k) 256 h* (k) 256 h(k) | 1281 (k) 1024 k" (k)
6 5

5 10

-4 3 3 34

-3 -3 -6 -78

-2 16 -22 -16 -123
-1 -16 22 64 38 324

0 128 128 128 128 90 700

O caso ortogonal pode ser visto como um caso particular dtogimnal
que¢ = ¢* ey = Y*, i.e., H = H* e consequentemente = G*. Um
exemplo bem conhecido séo as fungc@aseletortogonais de Daubechies
(Figura 4.7). Exceto pela deaveletde Haar, elas ndo sdo simétricas e
no caso geral ndo tem uma expressao analitica. As visugdizgréfica
de tais funcdes € obtida por alguns procedimentos, 0 maisioén o
método iterativo por meio das relacdes de escala dada na&mdal.1.
Na Figura 4.8 sdo apresentadas as funcdes esvaaadeida Fig. 4.7 no

1Definigdo na pagina 122.
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615(t)

)1 ,5(t)

(@)

(b)

$1.5(1)

1,5(t)

Figura 4.6: Funcdes escalawaveleDaubechies biortogonal: (&) 5, (b) ¢7 5, (C) ¢15

e ()i s.

dominio da frequéncia. Na Tabela 4.2 sdo apresentados fis@oies nao

(©)

zero do filtroh para trés dessagvelets

Tabela 4.2: Coeficientdg k) para as func¢des ortogonais de Daubechies

(d)

k

Ordem

2 |

Ell

4

~No o~ wWNEFEO

0.341506350946110
0.591506350946109
0.15849364905389(
-0.091506350946110

0.235233603892087
0.570558457915724
0.325182500263114
-0.095467207784164
-0.060416104155198
0.024907335654880

0.162901714025649
0.505472857545914
0.446100069123380
-0.019787513117822
-0.132253583684520
0.021808150237089
0.023251800535491
-0.007493494665181

NOTA: S&o apresentados apenas os valores ndo nulos desdesentes. Esses valores foram obtidos
dividindo—se os valores do livro de [16, pag. 195] R;z@), para ser compativel com a normalizagéo utili-
zada neste tutorial. Nesse livro os coeficieritesfio denotados porn. Para as fung6es de ordem 1, que é a
funcéo escala de Haar, os valores n&o nuloshi$fp = h(1) = 0.5.
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Figura 4.7: Funcdes escalarmaveleDaubechies ortogonal: (a) ordein (b) ordem 3
e (c) ordem 4. Em engenharia, considera-se o niumero de eogfisinos filtros, assim
essas funcdes recebem a designacdo de Daubechies ( "Ratib'y.

Exemplo 4.1. waveletde Haar

O exemplo mais simples de funcfes wavelet ortogonais € o da wa

letde Haar

0<t<1/2
1/2<t<1,
caso contrario

cujo grafico é apresentado na Figura 4.7(a). A transformadadurier
(&) da waveletde Haar é dada pela formula

¥(E)

%[1 ~exp (—2%)]2.

Observa-se qué(g) se anula eng igual a zero, isso indica que essa fun-
cdo é util para detectar variagbes bruscas nos sinais, iuen aspecto
de localizacdo no espaco fisico o que compromete sua lacdlz em

frequéncia.

Usando a férmula da wavelet de Haar, verifica-se que os ceeties
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Figura 4.8: Func¢bes escalavaveletDaubechies ortogonal no dominio de Fourier: (a)
ordem2 e (b) ordens.

wavelet podem ser obtidos pela expressao
, ' (k+1/2)2779 (k+1)2—7
d, = 2 / f(t)dt — / f(t)dt
k2=i (k+1/2)2-7
Definem-se os valores
' ' (k+1)2—3-1
=2 [ (1),
k2—i—1

que representam as médias do sirfdt) nos intervalos 27771, (k +
1)27771. Interpretam-se as médias™ como valores discretos do sinal
na escala2=7~!. Desta forma, tem-se que

1. . .
& (k) =5 [ = el (4.6.6)
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Ou seja, conhecendo-se as médias locaig d® nivel; + 1, obtém-se
os coeficientes wavelet do nivelAlém disto, as médias locais do niyel
podem ser obtidas a partir das médias do nivel superior paiadla

. 1. . .

(k) =5 [+ (4.6.7)

As férmulas (4.6.6) e (4.6.7) sao as ja descritas como deositio e

analise. E facil reconhecer que elas podem ser expressas apetradores
de convolucéo. De fato,

&, = [ g, (4.6.8)
d, = [T h, (4.6.9)
em que
1 k=0 3 k=0
gk =3 -1 k=-1 Pk =4 3 k=1
0 nos demais casos 0 nos demais casos

Como descrito anteriormente, por fazer médias, o fiHirg¢) € do tipo
passa—baixa. Portanto, as médias locaisdo uma versdo suavizada das
médiasc’*!, em que foram filtrados detalhes de alta frequéncia do nivel
j + 1 que ndo podem ser representados no nivel inferidd filtro G*(¢),
por fazer diferencas, é do tipo passa-alta. Por isto, os ciegfiesd’
contém aqueles detalhes de alta frequéncia entre os njieejst 1.

O processo inverso também é simples, tendo em vista as s&amul

At = g +d) (4.6.10)
iy = la -4l (4.6.11)

Este, é entdo, o processo de sintese ou reconstrucdo, ertapdme ser
expresso em forma de convolugdes, da seguinte maneira

att=2 {Z Ah(k —2n) + > cg(k— 2n)} : (4.6.12)
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em que
hy = h7y, 9k =G~
Isto é, os filtros de analise e de sintese sdo conjugados pois

H* () =H() e G'(€)=G().

Observa-se que cada um dos somatdérios do lado direito daldgde
acima séo convolugdes dos filtrbe g com um sinal que é formado pelas
médiasc’ (k) colocadas nas posi¢des de indice pare intercaladas com
zeros, nas posicoes de indice impar.

4.7 Algoritmo de Mallat

O algoritmo que efetua as operacOes de analise esta esqagtogiela
estrutura de bancos de filtros apresentada na parte (a) WiaBi®. Nessa
figura, o quadrado indica convolugdo com um filtro, cujo nosté endi-
cado no interior do quadrado. O simbalq] indica umdownsampling
ou decimacdao, isto é, sdo eliminados os elementos de indjuar.i As-
sim, dado o vetot’/ ™!, obtém—se um novo vetet pela aplicacdo de uma
convolucdo entre’*! e o filtro passa—baixa seguida de decimacéo.

A diferenca de informacé&o entré e ¢/*1, ou seja, os detalhes de alta
frequéncia, ficam guardados no vetdr que é obtido pela convolugéo
entrec’ ™! e o filtro passa—alta, seguida de uma decimacéo.

Na parte (b) da Figura 4.9, esta esquematizado o0 processsmnvO
simbolo2 1 indica umupsamplingisto €, sdo acrescentados componentes
com valor zero entre as componentes do vetor original.

Os processos de anadlise e sintese, descritos, podem stdagspan
varios niveis consecutivos para definir a transformaaleeletdiscreta

DWT = DWT. ™
e suainversa ‘
IDWT = IDWT .
Isto &
j DWT . . .
{C +1} = {Cjo,d]°,~-~ ,dj}

IDWT
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— h*—>2\L—> C] —>2T—>h—

¢ — S— '

(@) (b)

Figura 4.9: Arquitetura de banco de filtros para a transfdamavelet (a) analise e (b)
sintese. Utiliza-se a notagéo de (21) referente a@ownsamplindupsampling.

4.8 Analise Multirresolucéao 2D

O método mais comum para se obter andlise de multirresokrpaduas
dimensdes € o produto tensorial

VIi=VIix Vi,

Tém-se que

Vi = span{ @7 (z,y) = ¢L(2)d](y), k,1 € Z}

VYt
Os espacgos vetoriais

W =VIx W+ W7 x VI+ W/ x WY,
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gerados por trés familias deavelet

130 (@, ) = ¢l(@)0] (), (4.8.13a)
19D (2, y) = ¥](2)4] (y), (4.8.13b)
119 (2, ) = i (@) (v), (4.8.13¢)
sao tais que,
V=V W

De forma similar, definem—se os espacos duais
VI =V x Y
gerados por , ' ,
(@, y) = 8,7 (2)e) (),
W =V x W W x VA W x W

gerados por

10 (@) = 67 ()0 (v), (4.8.14a)
1152 (@) = ¢ (067 (), (4.8.14b)
130 () = o ()0 (), (4.8.14c)

tais que,
VI =Y W
Também séo vélidas as seguintes relagdes de biortoganelida

@i,za ‘I’Z/j,z/> = Ok OLL (4.8.15a)
<q)i,la TZ;'J;l(/a)> =0, (4.8.15b)
(o2, 115)) =0, (4.8.15¢)

<TZ;,(ZQ)’ T;:/j’;/(b)> = 5j,j’5k,k’5l,l’5a,b- (4815d)
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O par{V?, (I){;’l} e{V+, @Zi} forma uma andlise multirresolucéo bior-
togonal dalL?(R?). Assim, uma aproximacéo de uma fungde L?(R?)
é dada pela sua projecdo biortogonal sabrd.e.,

ZZUCD klxy)

A diferenca de informacéo entt& and)’*! é expressa por

(PP = P f(,y) = QD f(wy) + QD fla,y) + QD f (),

em que
Q' f(z,y) ZZ (FTE) T ),

parac = 1,2 €3. Um exemplo de funcbewaveletdidimensionais sao

apresentados na Figura 4.10 para a faniljia) descrita anteriormente.

Na proxima sub-sec¢éo é descrito como calcular a DWT e IDWIF bid
mensionais.

4.9 Algoritmo de Mallat 2D

Usando as relacdes de escala e de biortogonalidade, olst@sf&mulas
de decomposicao bidimensionais, que sdo expressas datediguina,

d, = 2 Z h*(k Z W (U =20y, (4.9.16)
) = 2 Z h* (k' — 2k) Zg —20)clty,  (4.9.17)
"
a4 = 23 g (K - Z WU =20, (4.9.18)
k' 14
4P = 23 g (K —28)Y g (' —20)d,.  (4.9.19)
K/ 7

No processo de reconstrucao, o calculo dos coeficieﬁ[ésm termos
ded),, d,\", &, ed] é dado pela express&o a seguir
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@ ¢15(2,y) (b) 97 5(x, y)

(C) 1/)1,5 (.13, y) (d) W,s(l‘, y)

! b

od 0 WWNM

Figura 4.10: Funcdes escalavaveleDaubechies biortogonal para a familia 5).

2 {Z h(k = 2K') Y " h(l = 20')c},,
k! v

+ Z g(k — 2" Z h(l —20)d).\)

+Zh — 2k') Zg 20')d])

+> gl —2k)) g(l—21 )dﬁi’?} . (4.9.20)
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Os algoritmos de analise e sintese da transformeadaletidimensio-
nal também possuem uma estrutura de bancos de filtros, Isanileaso
unidimensional. Porém, neste caso, os dados de entradarfouma ma-
triz e as convoluc¢deslownsampling upsamplingsdo efetuadas nas linhas
e colunas dessa matriz. @wnsamplingle linhas consiste em retirar as
linhas de indice impar. @psamplingde linhas é o processo de se intro-
duzir linhas com elementos zero entre as linhas da matrinada. Isto
é feito de forma que essas novas linhas ocupem os indicessismgmma-
triz resultante. Um procedimento analogo é efetuadadoesisamplinge
upsamplingde colunas. A arquitetura de banco de filtros da transformada
waveletbidimensional pode ser visualizada nas Figuras 4.11 &)l
4.12 (sintese). A arquitetura piramidal para este caso gpedésualizada
nas Figuras 4.11 (decomposicao) e 4.12 (reconstrucao)p&sgies re-
alizadas nas colunas estéo representadas por um tracadntieso e as
realizadas nas linhas por um continuo.

Dada uma matriz/+' = (c/}"), que possuRi*! x 2/*! elementos,
obtém-se uma matriz,que possuR’ x 27 elementos, por meio das se-
guintes etapas de processamento:

1. Calculo da convolucao entre o filthd e cada linha da matriz de en-
trada, seguido de uma decimacéao de colunas.

2. Calculo da convolucéo do filtfo com cada coluna dessa nova matriz
e a seguir faz—se uma decimacéo de linhas.

Os coeficienteg’ () s&o obtidos de forma similar. A primeira etapa é
idéntica. Entretanto, na segunda etapa a convolucéo écfaitao filtro
g*. Os coeficienteg’ (»3) também s&o obtidos por duas etapas. A primeira
etapa € idéntica para ambos. Nesta etapa, calcula—se dugioventre a
matrizc¢’*! e o filtro g* seguido de uma decimacé&o de colunas. A segunda
etapa para se obtéf (?) ¢ idéntica & segunda etapa para se abtedes-
crita acima, enquanto que a segunda etapa para sedbte¢ idéntica a
segunda etapa para se obféf). As matrizes# (123 também possuem
27 x 27 elementos cada.
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Figura 4.11: Arquitetura de banco de filtros para a DWT-20lidatse a notacéo de |
referente a linhas(colunas) nas caixas com bordas costtiescontinuas).

O processo inverso para se obter a mattiZ a partir das matrizes
ed’ (123 é apresentado na Figura 4.12. Neste caso faz—sgpsampling
nas matrizes’ e &/ (1>3); a seguir aplicam—se convolugdes entre o fittro
e as linhas das matrizese ¢’ ® e convolugdes entre o filtrpe as linhas
das matrizes’ ® e ¢’ ®); somam-se as matrizes parciais referente’s a
e &’ ?; somam-se as matrizes parciais referentdsa e ¢’ ®). Nesta
primeira etapa geram-Sematrizes intermediaria®’ x 2! elementos.
Faz—se unupsamplingde linhas nessas matrizes e somam-se essas novas
matriz es para se obtett!.

As operac0es realizadas nas colunas estao representadastpacado
descontinuo e as realizadas nas linhas por um continuo.

Observa-se que no caso bidimensional existem trés tipasadieientes
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Figura4.12: Arquitetura de banco de filtros para a IDWT-20liza-se a notacdo det
referente a linhas(colunas) nas caixas com bordas costinazejadas).

wavelet O ¢/(Y) é obtido ap6s a aplicacéo do filtro passa—baixa nas linhas
e passa—alta nas colunas. No caso ortogonal, i.e., quandoH*, ¢/
contém apenas os detalhes na direcéo vertical. De manéiiagard’(?)
contém os detalhes na direcdo horizontal, enquantdjtieontém aque-
les detalhes que existem tanto na diregao horizontal quaantal (Fi-
gura 4.13). Na Figura 4.13 apresenta-se um esquema degrasieento
dos coeficientegaveletde uma forma inteligente na imagem decomposta,
gue foi proposto por S. Mallat. Com esse esquema n&o nexesdie uma
maior area de armazenamento. Entretanto quando trataessrggessao
de imagens é necessario esquemas mais sofisticados para@amas co-
eficientes, detalhes sobre esses esquemas sédo apresant@dgstulo 5.
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Figura 4.13: Esquema de posicionamento dos coeficievagsleiha imagem decom-
posta, proposto por Stéphane Mallat. Uma imageriildepixels é decomposta em um
nivel com 3 subimagens d&6 pixels. Trés desses subimagens contém os coeficientes
wavelets associados, no caso ortogonal as estrutura®ht@ige = 1, verticaisa = 2

e inclinadasy = 3. A quarta subimagem guarda as informacdes de baixa-freguéa
imagem original para serem decompostas no nivel seguint&Ja esquema dos niveis

de decomposicdo de uma imagemlde4 pixels (b).

4.10 Exercicios

Exercicio 4.1. Seja a funcdo de Haar definida em (4.2.2). Mostre que
{¢(z — k), k € Z} sao linearmente independentes, formando, assim uma
base para’’.

Exercicio 4.2. Demonstre que a familia de fun¢dgs, ;. j, k € Z} satis-
faz as condicbes P.1,...P.6.

Exercicio 4.3. Mostre que para cadd, {¢;;, k € Z} sé@o linearmente
independentes e qu&’ = span{«, s, k € Z} € subespago de’+*

Exercicio 4.4.Implemente o cddigo a seguir eeNU/OCTAVE . Aumente
a precisao dos coeficientes dos filtros. Com as devidas ad@gdause-o
para calcular os graficos das funcdes escala e wavelets onaig de Dau-
bechies da Tabela 4.2. A seguir, também com as devidas ajdmstase os
filtros biortogonais e visualise as fungfes escala e wavdkeiTabela 4.1.
Dica: Observe as normalizagdes utilizadas.

clear all;

%iltros

h=[0.6831; 1.18301; 0.31699; -0.18301];
k=[0;1;2;3];



g=flipud(h).*(-1)."k;
% .
Nh=I engt h( h);
Numi t er =10;
phi O d=1;
for i=1:Numter
uni t=2"(i-1);
phi =conv(h, phi dd);
N=I engt h( phi);
phi O d(1: 2: 2xN) =phi ;
if (i==Numter-1)
phi 2=phi ;
end
end
dx= 1/ (2*unit);
x= [1: 1 engt h(phi)]*dx;
figure(l1)
pl ot (x, phi,"; Funcao Escal a;");
%Cal cul o da funcao wavel et usando a rel acao de escal a
for i=1:Nh
a=(i-1)* unit+1;
b= a+ length(phi2) - 1;
psi 2s(i,a:b) =phi2xg(i);
psi 2s(1, N) =0;
end
xpsi =[ 0: | engt h(phi)-1]*dx - (Nh-2)/2;
psi _aux=sun( psi 2s);
wpsi =psi _aux(1: | engt h(xpsi));
figure(2)
pl ot (xpsi, wpsi,"; Funcao wavel et;");
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Capitulo 5

Transformada Wavelet e
Compressao de Imagens

De modo geral, ainformacéo contida em imagens digitaistabi@sredun-
dante, ou seja muitdsits sao utilizados para guardar uma pequena infor-
macao. Como exemplo, imagine uma imagem digital de uma epaet
nenhum objeto sobre sua superficie. Ocorre que mpit@dssao utiliza-
dos para representar pouca informacéo, isto €, a cor dagparewh geral
uma textura muito fina, quase imperceptivel. A transfornvealeelet, ao
fazer a decomposicao (anédlise) de um sinal, separa o cantietfchixas e
altas frequéncias, descorrelacionando a informacéo eyidgasdo elimi-
nar a redundancia sem afetar o contetdo de informagéo peesesinal.
Para fins de compresséao de sinais sonoros, imagens e videngrdfator
a ser levado em consideragao, o componente humano. Ososeimticha-
nos tais como a visdo e a audicado ndo sao suficientementalapucke
modo que é possivel fazer alteracfes nesse tipo de sinalifipienente
serdo identificados pelas pessoas ou entdo a qualidades dessis pode
ser diminuida sem que isso prejudique a informacao que sB&8S pos-
sam conter, possibilitando altos fatores de compress&esismais.

A compressao de dados é um objeto de estudo da computacédo e de-
senvolveu inimeras técnicas e algoritmos para compactisdiigitais
com grande sucesso, contudo, com o0 uso combinado dess@asiséemie
transformadas como a do cosseno e a transformaslalet, por exemplo,

75
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novos avancos ocorreram, possibilitando que, atualmgraede quanti-
dade de midia digital trafegue pela Internet.

Pode-se dividir a compressao de dados em dois tipos, sespmbm
perdas. No caso da compressao sem perdas, os algoritmosexal pos-
sibilidade de recodificar o sinal ou o arquivo digital de m@adgastar a

menor quantidade possivel bés para armazena-lo e ao recuperar esses

dados na sua forma original, nada tenha se alterado. Isstoé&dstu-
meiramente ao se criar um arquivo compactado num computddaaso
de sons, imagens e videos, pode-se representa-los comesyetatrizes
e sequéncia de matrizes respectivamente, 0s quais cantespa tipos
de dados compostos apenas de numeros. Nesses casos, él@msiv
car também os algoritmos para compressao sem perdas. Gpatndo
ser que se necessite da integridade desses dados, osi@solbédos em
termos de percentual de compresséo nédo sao adequadospaeads ta-
refas. Um exemplo € a transmisséo pela internet ou mesmasaanagem
desse conteudo, que em funcdo da popularizacéo dos equijnenagi-
tais, tém crescido muito nos ultimos anos. Bons textosdnuitx@ios sobre
esse assunto podem ser encontrados em [42, 70].

5.1 Codificacdo de Huffmann

Um forma bastante classica e ao mesmo tempo didatica deeafaes
compressdo sem perdas e que envolve a recodificacdo do tdimahdo
tamanho de cédigo variavel foi criado por D. A. Huffman em2.§8] .

Exemplo 5.1. Suponha que as letras b,c, d, ¢, f, g, h sejam codificadas
com 3 bits:

a = 000
b= 001
c =010
d=011
e =100
f=101
g =110

h =111
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Desse modo, para armazenar a sequéncia "aaabefaaabbagibibaa

efbhhaabc"formada por 30 letras, seriam necessarios ¥ bibte que as

a . o 12
letras aparecem na sequéncia com as seguintes frequéndias= —,

30
7 2 3 2 4
b) = —, = —, = —, = —, p(h) = —. Desse modo,
p(b) = 55 p(_C)_ a9 Ple) = 55 () = 55 p(h) = o5 _ _
vamos recodificar as letras de tal modo que as que tem maiguércia
usem menos bits e as que tenham menor frequéncia usem reaiBara
isso, fagamos entéo:

a=1
b=01

c = 00001
e = 0001
f =0000
h =001

Desse modo, com essa recodificagcéo, precisa-se de
T=12x14+7Tx2+2x5+3x4+2x4+4 x3 = 68 bits para

A 68 . .
representar a sequéncia, ou seja; = 2,267 bits por simbolo. Nessa

nova codificacdo ndo ha o perigo de se confundir os cédigosagggar
cadeia de simbolos codificados por Huffmann pode ser decadiipor
meio do exame dos simbolos individuais da cadeia da esqperdea di-
reita. Por exemplo, a sequéncia de hits 0110001001001 representa de
modo Unico a sequéncia de letr@#achh, a qual € um trecho da sequén-
cia acima. Existem outras formas de recodificar um sinal eepsel nos
perguntar: Qual a quantidade minima de bits que séo necesspara re-
presentar um sinal? A capacidade de compressao dos métenosesdas
fica limitada por uma medida da quantidade de informacao qudarlos
contém. Essa medida, chamada de entropia, € um conceiterpente da
Teoria da Informacéo. Especificamente, a entrofliale uma imagem é
0 numero minimo tedrico de bits por pixel necessario parafast uma
imagem sem perda de informacées. E definido por:

L-1
H=— ZPz’lOQQ (i)
i=0
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em gue o indice varia sobre todos os tons de cinza da imagem é a
probabilidade do tom de cinza ocorrer naimagem. Para a segia€'aaa-
befaaabbaehhcaabbaefbhhaabc"dada anteriormente, peaalcularH,

12 12 7 7 4 4
H=—-{(-—l — —1 — oo+ —1 —) | = 2,259 bits
(30 092(30) + 3glose(zp) T+ 55 092(30)) ’ ’
0 gque € bastante proximo do vatar267 encontrado na codificacdo usando
Huffmann.

5.2 Compressao usando a transformadwavelet discreta

Apos o desenvolvimento da codificagdo compacta propos{éje tendo
como base o0 sucesso da compressao JPEG, a qual utilizafarimzea do
Cosseno, verificou-se que a transformagaeletapresentava um grande
potencial para ser usada na compressao de imagens. Isseesgodiato
que os valores dos coeficientgavelet?’ sdo pequenos em regides de su-
avidade de uma imagef) ou seja, localmente eles podem ser usados para
caracterizar a regularidade de uma funcdo. Esta obsercac@ziu a
definicdo de um algoritmo de compresséao de dados em que osi@oefi
tes de detalhes que estdo abaixo de um certo parametro dentidesao
desprezados, isto &, igualados a zero.

Em geral, os coeficientes significativos restantes, costusstar em
menor quantidade nas imagens e estao associados a regioegdiari-
dades ou de variacdes abruptas da imagie®esse modo, representacoes
compactas de um sinal podem ser realizadas no contexto diseéWave-
letem termos dos coeficientesveletsignificativos, isto é, aqueles cujos
modulos sdo maiores que um certo limiar

5.2.1 Algoritmo Ingénuo de Compressao coriVavel et

A Figura 5.1 apresenta uma imagem e sua decomposieéieleicom 4
niveis usando avaveletrtogonal de Daubechies cofrcoeficientes, i.e.,

a Daubechies de ordethdescrita na Secao 4.6. A Figura 5.2, mostra
o histograma dos coeficientemveletgtruncados para se tornarem intei-
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ros). Repare que a maior parte dos valores se concentra@odedero,
ilustrando o que foi dito no paragrafo anterior.

Figura 5.1: Imagem original (esquerda) e sua decomposipaddrdveis aplicando-se o
mdbdulo e um ganho.

s | ! | ! |
60 40 20 0 20 40 60

Figura 5.2: Histograma dos coeficienteaveletsla imagem da Figura 5.1.

O comportamento visto no histograma apresentado na Figticebrre
em praticamente todo tipo de imagem natural, induzindo aisggalgo-
ritmo para compressao de dados.

Agoritmo de Compressao de Dados

e Input: ¢/t ¢
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e Passo 1: Anélise

G OWT L (o o),
e Passo 2: Truncamento

. &, sel|d]| > e
k10 seld)|<e

o Output: c/jyg = (<, d,...d).

) e

A tarefa de compressao de imagens é na verdade mais complgxa d
simplesmente aplicar a transformada aos dados eliminadedandan-
cias do sinal. Torna—se necessario a alocacaoitdetarefa na qual sdo
substituidos os coeficientes obtidos na transformac¢aomaramjunto fi-
nito de nimeros inteiros, etapa essa chamada de quantizZagéigjetivo
desta tarefa é o armazenamento desses conjuntos da forsafionte
possivel para maximizar a codificacdo, etapa na qual os ddaoerde-
nados para 0 armazenamento ou transmisséo. Em geral, ugéofda
guantizacdo pode ter duas formas: € da seguinte forma: Noecagjue
a quantizacdo nao é restrita a intervalos de tamanho fixara®3; Para
intervalos de tamanho fixo, a quantizagc&o pode ser feita coostrado na
Figura 5.4.

De modo geral, a compressao de imagens segue 0 esquematguese
naFigura 5.5. A Figura 5.6 apresenta umaimagem do sat8ERS! de
dimensa®12 x 512 e duas imagens resultantes da compressao utilizando
92% e 97% dos coeficientes mais significativos numa decomposi¢do com 4
niveis. A Tabela 5.1 apresenta o erro quadratico médio Bsagecicio 5.2)
obtido ao aplicar varios percentuais de cancelamento defcimmtes.

5.3 Padrédo de Compressao JPEG2000

O JPEG2000 € um padréo internacional para compressao denmedg-
senvolvido em conjunto pelaternational Organization for Standartiza-

1CBERS—Satélite Sino-Brasileiro de Recursos Terrestresy.abers.inpe.br.



Figura 5.3: Fungédo de quantizagdo com intervalos de tansara@veis.
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Figura 5.4: Quantizagdo com intervalos fixos.
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Dados
originais
Dados
pre-processamento comprimidos
] \
Transformada »| Quantizador = Codificador

Figura 5.5: Representacdo esquematica do processo deass@ipide imagens.

tion (1ISO) e pelalnternational Electrotechnical CommissigteC) e re-
comendado pelénternational Telecommunications UnigirU). No pa-
dréo JPEG original é utilizada a transformada do cossenaageno que no
JPEG2000 é utilizada a transformaslavelet O JPEG2000 € superior ao
JPEG tradicional em varios aspectos e possui inumeraoheladades em
sua implementacdo. Um bom material para estudo sobre otagsotie
ser encontrado em [2].

5.3.1 Compressédo com Perdas no JPEG2000

Para a compressédo com perdas, os filtmaseleppadroes do JPEG2000
séo os coeficientes dmavelet splinedbiortogonal de Cohen, Feauveau e
Daubechieg9, 7), conhecidas comwavelet splinediortogonal de Dau-
bechies, descritas na Secéo 4.6, pagina 58. mais detal@8en6]. Por
(9,7) entende-se que o filtro de andlise é formado por um passasbaix
com9 coeficientes e um passa-altas comoeficientes, do ponto de vista
de engenharia. Os coeficientes dos filtros de analise sas dhdixo.

e Passa-baixad? = [h_4,h_3,h_o,h_1, ho, h1, ha, hs, hy], €m que
hy = h_4 = +0.026748757410810,
hs = h_3 = —0.016864118442875,
ho = h_y = —0.078223266528988,



(b)

Figura 5.6: (a)-Imagem CBERS 2B original; (b)-imagem rasié da compresséo
usando8% dos coeficientes davavele®/7 [5] em 4 niveis; (c)-imagem resultante da
compressédo usandd; dos coeficientes daaveled/7 e 4 niveis (c).

Tabela 5.1: Percentual de corte e erro quadratico médio.

% de Corte| ErroRMS
88 5,7356
89 6,2456
90 6,7770
91 7,4670
92 8,3256
93 9,4531
94 10,9559
95 13,0410

hi = h_; = 40.266864118442872,
hoy = 40.602949018236358.

e Passa-altas? = [g_3,9-2,9-1, 90, 91, g2, 93], €M que
g3 = g_3 = +0.0912717631142495,
go = g_o = —0.057543526228500,
g1 = g_1 = —0.591271763114247,
go = +1.115087052456994.

Para a transformacéao inversa, o filtro passa-baixay teoeficientes e
o filtro passa-altas coeficientes. Os coeficientes dos filtros de sintese sdo
dados a seguir.
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e Passa-baixasi’ = [h’_ 4, h_,, h'_y, hi, hy, By, Iy, |, em que
hy = hl 5 = —0.0912717631142495,
hly, = h' 5 = —0.057543526228500,
= h' | = +0.591271763114247,
hy = +1.115087052456994.

o Passa-altass’ = [¢' 49’3, 9" 2, 9" 1, 90, 91, 9b, G5, 94 ], €M QUE
gy = g4 = +0.026748757410810,
gh = g’y = —0.016864118442875,

dh = g’ = —0.078223266528988,
g, = g'| = +0.266864118442872,
g) = +0.602949018236358.

5.3.2 Compressao Sem Perdas no JPEG2000

Para a compressao sem perdas, os filugelefpadroes do JPEG2000 séo
os coeficientes daveletsplines de Le Gal(5, 3), apresentado em [59].
Por (5, 3) entende-se que o filtro de analise é formado por um passasbaix
com 5 coeficientes e um passa-altas com 3 coeficientes. Osieneds
dos filtros de analise sdo dados abaixo.

e Passa-baixadd = [h_s,h_1, ho, h1, ho|, €M que

h2 = h*? = _%7
hy=h_, = +i>
ho — 3
e Passa-altas? = [¢_1, 90, 91/, €M que
g1 =0g-1= —%7
go = +1.

Os coeficientes dos filtros de sintese correspondentesdés aaeguir.

e Passa-baixas?’ = [h’,, h{, h'], em que
! h/ _ +l
1/_ -1 = 29
hy =
e Passa-altas?’ = [¢' 5,9 1, 9, 91, 95, €M que

/o 1
92 =9-2= —7%;
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O conjunto de filtrog5, 3) também pode ser usado para a compressao
com perdas, contudo, foi observado experimentalmentesyfikros (9, 7)
produzem melhor qualidade visual e uma maior eficiéncia ngoessao
com perdas.

5.3.3 Imagens Coloridas

Para imagens coloridas o padrdo JPEG2000 pode utilizatidue$orma-
cOes iniciais:
1. transformacéo de cor reversivel (RCT), e

2. transformacéao de cor irreversivel (ICT).

A RCT pode ser aplicada para as compressdes com perdas e g8, pe
enquanto que a ICT é aplicada apenas para a compressao @as.per

1. Transformacéo de cor reversivel:Para compressao de imagens sem
perdas, apenas esse tipo de transformacéao de cor € perpuisdad
necessidade de se recuperar a imagem original apos a aplidac
RCT inversa. As transformacgdes RCT direta e inversa sacgauta

RCT direta:
2 B
v — {RJF f+ } 7
U.-B-G. (5.3.1)
V,.=R—-G.
RCT inversa:
G—v, - [UT I VT} 7
R=V.—G, (5.3.2)
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2. Transformacédo de cor irreversivel: A transformacao de cor irre-

versivel é aplicada para compressdo com perdas pois azesala
transformacdao direta e da inversa usam coeficientes ndms)tendo
como consequéncia a introducéo de erros. A ICT é a mesmédrans
macao de cores baseada no par luminéncia-crominanceadalpelo
JPEG tradicional. Nesse caso, Y é a componente de lumin&@ba
Cr sdo as componentes de crominancia, representando aag@o
de cor de cada pixel. A ICT direta e inversa sao dadas por:

ICT direta:

Y 0,299000 0, 587000 0,11400 R
C, | = | —0,168736 —0,331264 0,500000 G
C, 0,500000 —0,418688 —0,081312 B
ICT inversa;
R 1,0 0,0 1,402000 Y
G| =110 -0,3344136 —0,714136 Ch
B 1,0 1,772000 0,0 C,

5.3.4 Algoritmo EZW

A ideia que possibilitou ganhos significativos na compresk&ima-
gens usando a transformadaveleie que esta incorporada no padrao
JPEG2000, foi o conceito de Arvore de ZemaveleEmbutidos
(Embedded Zerotree WaveleEZW) desenvolvido no trabalho de
[77]. A codificacdozero-treefornece uma representacdo compacta
em multirresolucdo de mapas de significancia, que sdo mapéas b
rios indicando a posicdo dos coeficientes significantes. rdarés

de zeros possibilitam a predicdo de coeficientes insigniigsapor
meio das escalas serem eficientemente representados camdga
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arvores exponencialmente crescentes. O nivel mais alt@dsfor-
mada constitui a parte mais significativa da imagem resieltzmos a
aplicacéo da transformadavelet Os coeficientesiaveletsa parte
significativa recebem o nome de n6 pai e a todos os coeficienaies
letsnos niveis inferiores, na mesma localizacéo e orientacade al
nome de filhos, os quais dependendo do nimero de niveis senao t
bém nds pais de outros descendentes [77]. Essa relacaaléepean

é mostrada na Figura. 5.7. A arvore de zeros é baseada nadepot
sugerida por evidéncias empiricas, que se 0 n6 pai € menarmue
certo limiar ¢threshold, entdo todos os seus descendentes também o
sao, possibilitando que todos espeslssejam codificados por ape-
nas um simbolo.

3
| o™ H-—Lfl

Figura 5.7: Relacéo entre coeficientes pai e filhos nas sntidsada decomposicéa-
velet.
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5.4 Exercicios

Exercicio 5.1. Resolva os itens abaixo usando os codigos de Huffman ob-
tidos no texto:

1. Decodifique a sequénciaf000100001100011011.
2. Codifique a sequéncia de simbola&ucacha.

Exercicio 5.2. Usando a waveletde Daubechies cdroeficientes, cal-
cule a transformada wavelet comniveis da imagem Lenal2 x 512.
Estabeleca limiares de anulamento dos coeficientes wa\xseados em
percentual e fixando esses percentuais ere 96 calcule o MSE en-
tre a imagem original e a imagem reconstruida. A férmula pararro
quadratico médio é dada por:

1 m n B 2
MSE = — E E o — Ty 4.
S mn (aw Qi,j ) (5.4.3)

i—1 j—1

em quez; ; €a; ; SAo os valores dos pixels daimagem original e da imagem
reconstruida.

Exercicio 5.3.Implemente as transformagdes de cores reversivel e irever
sivel noGNU/OCTAVE e visualize o resultado para uma imagem colorida.

Exercicio 5.4.Faca a transformada da mesma forma que no Exercicio 5.2
e verifique para alguns pontos a constatacdo empirica afiempant [77],

gue diz que se 0 no pai esta abaixo de um limiar, entdo seusmgsctes
também estdo.

2Mais detalhes na Se¢&0A.5, pag. 117.



Capitulo 6

Outras funcoeswavelets

Existem inumeras familias deavelets sendo possivel mesmo até criar
sua propriavavelettomo descrito no trabalho de [86]. Algumas dessas fa-
milias tornaram-se populares ou pelo seu contexto histdoic pela suas
aplicabilidades, ou ainda pela sua facilidade de utiliedt8, 43, 69]. As-
sim, em geral, o papel da escolhawavele® de grande importancia no
estudo realizado, bem como sua ordem de aproximacéo lodelgsy um
fator a ser determinante em certas aplicacfes. Neste lcapiesenta-se
uma breve descricdo de algumas desgageletseguido de um sucinto
guia de como escolher umaveletpara uma certa aplicacao.

6.1 Exemplos de funcdewaveletspopulares

Gapped Wavelet: Essavaveletfoi criada, desenvolvida e aplicada por Pe-
ter Frick e seus colaboradores, para aplicacdes com siealadbs
experimentais, em que falhas (do ingé@g) nos dados sdo um desa-
fio a ser lidado [39, 40]. Essa func@é@velet® uma funcéo adaptavel
ao intervalo onde se localiza uma falha de dados, de formaaque
condicdo de admissibilidade seja restabelecida incluiumda corre-
cdo na parte oscilatoria da func@@velet Ela também é indicada
para séries temporais curtas ou com fronteiras ndo pea®{bc 79].
Nesses estudos, foi utilizada, como exemplo, uma corregdmartie
oscilatdria da funcawaveletde Morlet nas regides de falhas ou em

89
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fronteira ndo periddicas de um sinal analisado. Formaletem-se
que awaveletde Morlet & separada em duas paites = J(t) ¢(t),
sendo uma parte oscilatorigt) e uma que corresponde ao envelope
©(t). Quando necessario, a condicdo de admissibilidade € radtau
pela introdugéo da correc@da, 7) =

o ()eon] [[o(5) ()]

na parte oscilatoria de(a, t), gerando assim, uma funcéavelet)
adaptada a regido analisada, dada por

Dla,t;7) = [19 <t;T> - C(a,T)] v (t;T> . (6.1.1)

em queG(t) é uma funcdo que Enos tempos em que ha falhasp9

e zero nos tempos em que ha dados. Assim,wasaletse mantém

a waveletde Morlet nos casos em que ndo ha falhas. Um esquema
desse procedimento € apresentado na Figura 6.1.

Wavelet Splines: A funcéo B=spline® de primeira ordem é a funcéo escala
Ni(z) = ¢(x) e as de ordem > 2 s&o obtidas por recorréncia

Ny (z) = /Nm_l(x — u) Ny (u)du. (6.1.2)
Neste sentido as Bplines séo de suporte compacto e obedecem a
relacdo de escala da MR . Logo elas séo usadas para a coosteuca

uma analise multirresolucdo. A func@aveleB-spline de ordemn
€ gerada pela seguinte expressao

Um(@) = Y gk N2z — k), (6.1.3)

sendo

g = (2;1_)f Xm: < " ) Now(k — € +1).

=0

IMais detalhes e algumas propriedades das fungtesiBes estdo no Apéndice A.10.
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100

501

-50
0

Figura 6.1: Um esquema de unvavelet Gappetaseada na wavelet de Morlet. Observa-
se que nas regifes em que nédo se tem falhas de dadostetde Morlet é utilizada.
ADAPTACAQ: [54]

Desta forma, as funcdegveletB-splines sdo de suporte compacto.
Entretanto, elas ndo séo fun¢des ortogonais em relaca@asisrans-
ladadas e dilatadas. Mais detalhes dessa construcéo emesg em
[12, 9].

Battle-Lemarié: Essawavelet criada por um processo que ortogonaliza
asWavelet Splineembora o suporte finito original seja perdido nessa
classewavelets Mais detalhes podem ser obtidos em [16, p.146-
148,151] e [89, p.233-236]. Essamveletperdem a ortogonalidade
entre as escalas mas mantém a ortogonalidade inter escals e p
suem uma boa relacdo de localizacdo tempo-frequéncia. @smo
outras funcdesplines elas podem ser expressas como a soma de
B — splines e assim elas mantém as caracteristicadtdassplines,
como regularidade, simetria @ momentos nulos, exceto petete-
ristica de que elas sé@o de suporte infinito. Porém, elas psdeim-
plementadas por filtros de resposta de impulso infinitag.(EHRses
filtros s&o obtidos realimentando sua saida com os ressltaueri-



92

ormente obtidos,

Yn = boTp +b1Tp—1 + - ONTp—N — G1Yn—1 — 2Yn—2 — - A Yn—M
(6.1.4)

em quea e b sdo os coeficientes do filtro e sua ordem é o maximo

entre M e N, que representam a quantidade de polos e os zeros da

funcéo de transferéncia. Essmaveletpodem ser obtidas de uma

analise multirresolugdo em que os blocos de encaixes s&trgimos

a partir de espacos de func@dines em que se toma a Bpline nos

inteiros como a fungao escala origiral

Se¢ é uma funcasplinelinear por partes satisfazendo,

b(x) = %gb(Qx 1) + 6(22) + %gb(Qx _ ).

. £)\2 .
tem-se em Fourier a expressé) = (27) 2 (% . Utiliza-
2

se um procedimento matematico que ortogonaliza essasdsiegd
relacdo as suas transladadas, descrito em [16, p.147]eSpestapa,
obtém-se a funcéwaveleiho dominio de Fourier como

5 3 ¢ 14 2ser?(§) -
V) = V3 e (Z§> serf (Z> \l |:[1 + 2 cos? (E)] [1 -1-42cos2 (%)]} ¢(§) ©19

2

Stromberg Wavelet: E também umavaveletjue possui propriedades si-

milares awaveletde Battle-Lemari€, além de um bom balanco entre
a localizacéo temporal e frequencial. Sendo desenvolviud @82
por J. Stromberg com base nas caracteristicas das baseamde da
Littlewood-Paley. Essasaveletpossuem decaimento exponencial e
séo funcdes de derivada continua até uma certa ordem finidégs M
detalhes podem ser obtidos em [84] e [16, p.116].

ShannonWavelet: A waveletde Shannon osinc waveleé awaveledual

awavelede Haar [66, 61]. Ela possui caracteristicas ideais de-filtra
gem de banda no espaco de Fourier. Isso gera uma descoatiauid
em sua transformada de Fourier, que faz com que seu decaisggat
1/|t| no tempo, que € muito lento. Tem uma de resolucgéo frequencial
infinita, 0 que, em contra partida, gera sua pobre resolwgépdral.



93

Ela é infinitamente diferenciavel e possui infinitos momemtolos,
sendo ortogonal as suas translacdes por inteiros. Natlitareha
duas fun¢des conhecidas comaveletde Shannon essa € complexa,
aoutra é areal.

Meyer Wavelet: A Waveletle Meyer acelera o decaimento\daveletle
Shannon substituindo as bordas com pouca regularidade pgdds
suaves. Sendo que as taxas de decaimento estdo associadias a o
daWaveletle Meyer. Estavaveletpossui as qualidades de ser infini-
tamente diferenciavel e de ter infinitos momentos nulosjGéam-
bém ortogonal as suas transla¢des inteiras e satisfazemapelacao
de escala. Essm@aveleinao pode ser implementada pelo algoritmo de
Mallat, mas é possivel implementa-la no dominio frequeribi.

A funcao escala e funcaeaveletde Meyer tem como caracteristicas
principais serem uma das primeiras bases ortogonais nessxio,
terem rapida convergéncia no dominio de Fourier e infinfixreinci-
acdo. A funcao escala de Meyer é definida no dominio de Falaier
seguinte forma

o &l < &,
HO =] Leos[s v(Zl-1)]. T<ld<k  (616)
0, cc.

em quev(§), £ € [0, 1], € um polinémio interpolador. Alguns exem-
plos s&o dados na Tabela 6.1, com propriedades

u(€) = { ! g b (6.1.7)

v(€) + y(l §) = 1. A funcdo¢(€) tem suporte no intervalo
[ —am 4x] C (—2m,2m), com boa localizagdo em frequéncia (Figu-
ra. 6 2). A fungao escal@(t) correspondente pode ser obtida de sua
transformada inversa de Fourier e ndo tém suporte finito.
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A funcaowaveletde Meyer é definida no dominio de Fourier como

5 ¢ senfr (Il -1)],  F <[ <,
D€ =4 & eos[5 v (el -1)), F<lsT
0, cC.
(6.1.8)

Estawavelet)(¢) possui suporte compacto e sua regularidade é a
mesma de/(£) (Figura. 6.3). Awavelet)(t) correspondente pode
ser obtida da transformada inversa de Fourier e ndo témtedpuoto,

mas ela possui um decaimentd quanda: — oo mais rapido do que
qualquer polindmio, i.e., Yn € n, 3C, such thaty(t)| < (HC‘W

Esta Gltima propriedade vale também para as suas derivadas.

Tabela 6.1Polindmio Interpolador da fun¢des escala &vavelet de Meyer.

m | vm(§)

11¢

2 | £2(3-29

3 | 8(10-15¢6+6¢€2)

4 | &4 (35 -84£64 7082 —20¢3)

5 | €5 (126 —420& + 540 €2 — 315 €3 470 ¢*)

6 | £5 (462 — 1980 & + 3465 £2 — 3080 £3 + 1386 £+ — 252 £5)

7 | €7 (1716 — 9009 £ + 20020 £2 — 24024 £3 + 16380 £ — 6006 £° + 924 ¢6)

A Transformada ortogonal de Meyer pode ser aplicada de duas f
mas. Numa delas utiliza-se a formulacé&o tradicional destoamada
integral ortogonal, em que os dados e a funcao escalaletde Meyer
encontram-se no dominio de Fourier [16]. A outra baseiaesealt
goritmos de transformada rapida oriundos da andlise magtiucao
[15], muito utilizada no estudo de regularizagédo de fungiagro-
blemas de Cauchy-Laplace [73].

Wavelet Interpolatoria: O proprio filtro interpolante de Lagrand®, (&)
pode ser utilizado como filtro de escala, p&is(¢) = 1. Sep(k) =
py (k) s@o seus coeficientes, entdo define-se uma funcéo eseala
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Figura 6.3: Funcbesaveletde Meyer no espaco de Fourié(g).
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oo, tal que
M-—1
ox)= > pk) ¢(2z — k). (6.1.9)

k=—M+1

Esta¢ € uma funcao interpolante, i.e,
o(k) =00k, k€ Z,

que é simétrica em torno de = 0 e possui suporte no intervalo
[—M +1, M —1]. Afuncéog¢ € continua e sua regularidade aumenta
a medida que M cresce. Mais detalhes dessa construcao em [86]
Essas caracteristicas podem ser observadas na Figuraséa fin-
cOes interpolantes surgiram na literatura nos traballihs22] como
funcdes fundamentaie um esquema de refinamento interpolante. O
que diferencia as funcoegaveletsnterpolantes dawaveletem ge-

ral, como as biortogonais analisadas anteriormente, é lggenéo
possuem nenhum momento nulo, istg'&)(z) dz # 0. Os coefici-
entesvaveletst/, referidos como coeficientegaveletsnterpolantes,
podem ser interpretados como erros de interpolagao [25].

Hermite: Essaswaveletsédo construidas em pares: um simétrico e ou-
tro assimétrico, em bases dplinescubicos de Hermite. Elas per-
tencem ao espaco das funcdes cuja a primeira derivada @camti
tem suporte compacto em 1, 1]. Elas podem ser, de forma simples,
adaptadas a intervalos e a base formada nesse caso poabili-est
dade global. Tem propriedades de interesse para resolugdérica
de equacdes diferenciais parciais, por exemplo, na reamhgs pro-
blemas da Equacédo de Sturm-Liouville com condi¢gbes dedn@nt
de Dirichlet [51, 14].Waveletde Hemite também tem aplicagdes em
diversas areas de ciéncia e engenharias como a engentaria-bi
dica, redes neurais, comunicagaoelesse sistemas de radares de
alta definicdo, mais detalhes de sua construcéo e aplicppdiesn
ser vistos em [19].

Coiflets: Essaswaveletdem propriedades similares asveletsle Dau-
bechies exceto que as funcdes escala também sdo conspardas
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Figura 6.4: Fungéo escala interpolagtparad = 2, --- 8.

terem momentos nulos [16, Sec. 8.2]. Seu nome é uma homena-
gem a R. Coifman. Elas sao bastante usadas em aplicacOanale re
céo de estruturas coerentes por M.Farge e K. Schneider esleds
boradores, mais detalhes podem ser vistos em [5] e na pagina w
wavel ets.ens. fr.

Wavelet ndo decimadas:Em Processamento de Imagens, aplicagcbes como
deteccdo de bordas, remocéo de ruidos, restauracdo edextac
atributos séo fortemente beneficiadas quando séo utiszageesen-
tacdes redundantes, que diferem da implementacao classaata
em multirresolucéo proposta por [64], a qual ndo € redurdais
representacdes redundantes tem a caracteristica de segiartes
por translacdo e em sua implementacao discreta ndo ha aad@cim
Com a decimacéo, o sinal transformado tem as mesmas dinsensde
do sinal original, enquanto que em nas transformadageletsem
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decimacéo o sinal transformado sera maior que o sinal afigini-
ginando desse modo a redundéancia dos dados. Nesse tipo lée imp
mentacéo, as relacdes de escala séo obtidas colocander&mes
coeficientes dos filtros resposta de impulso firfitidr( Finite Impulse
Responseutilizados e esta relacionada a teoriaFdameg. Quando
combinada com um banco de filtros direcionais obtém exc=ast
sultados, especialmente na remocéao de ruidos [88]. MaiswaicOes
podem ser encontradas em [63, 62, 37]. A Figura 6.5 apresigmta
modo esquematico, uma implementacdomdaeletdiscreta nao de-
cimada com duas dire¢des.

1 s —>
5 |—>
d
Sl
d;
d?

Figura 6.5: Decomposicdo wavelet ndo-decimada

Lifting: A transformadavaveletbaseada ertfting, ou simplesmentéf-

ting, € uma formulacdo que utiliza fatorizacdes de polindbmias pa
a implementacado da transformadaveletdiscreta. A caracteristica
principal da DWT baseada elifting, é quebrar os filtros passa-altas
e passa-baixas em filtros menores que podem ser onvertidogem
trizes triangulares inferiores e superiores, possibiiitadiminuir o
namero de operacdes da ordemidé; quando comparado aos es-
guemas tradicionais de filtragem de FIR. Além disso, ndogsitee
de uso adicional da memoria durante o célculo da DWT em funcao
das operacdes seramloco, isto €, o célculo é feito no préprio es-
paco de memodria utilizado pelo sinal. Outra caracterigtigartante

€ a possibilidade de implementacéo utilizando nimerogasteEm
funcédo de suas vantagens computacionais e a possibilidade-d
plementacdo por hardware, € utilizada no padréo de condjorekes

2Mais detalhes sobrieramesno Apéndice A.9
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imagens JPEG2000 e no padrdo de compressao de video MPEG-4.
As referéncias basicas para o estudo deste tema sao [18, 85].

Wavelet ComplexasDual-Tree: A busca para a solucdo de alguns pro-
blemas inerentes a implementacdo separavel e com decimacao
DWT foi a motivagao para a criagdo da transformédeveleCom-
plexa Dual-Tree (DT-CWT ). Alguns desses problemas sao:

e Oscilacbes: Comavaveletsao funcdes passa-bandas, os coefi-
cienteswaveletexibem a caracteristica de oscilar positiva e ne-
gativamente ao redor de singularidades.

e Invariancia por translagéao: Uma pequena translagéo nicsinsa
uma grande perturbacao nos coeficiemtagelets especialmente
ao redor de singularidades.

e Aliasing Os coeficientesvaveletsomputados pela iteracéo de
filtros passa-altas, filtros passa-baixas e decimacadtassem
aliasing (efeito relacionado a uma sub-amostragem dos sinais).
A DWT inversa cancela aliasingdesde que nédo haja qualquer
alterac&o nos coeficientes. Contudo, muitos processas&mo
tos nos coeficientes, como por exemgieesholding quantiza-
céo ou realce, perturbam o delicado balanco entre a tranaétz
e sua inversa, ocasionando o surgimento de artefatos rioesina
construido.

e N. Kingsbury: A construgédo deavelets M—dimensionais por
produtos tensoriais (separaveis) privilegia as direc@esendi-
culares em detrimento de outras possiveis directes, difiwio
a modelagem e o processamento de atributos geométricos pre-
sentes em imagens tais como bordas e curvas. De modo a con-
tornar essas deficiéncias, N. Kingsburg sugere o useale-
letscomplexas [53, 76]. Sua motivacdo encontra-se na transfor-
mada de Fourier, a qual ndo sofre dos problemas citados.

A construcao das DT-CWT bidimensionais produz seiseletsori-
entadas nos angulos dd5°, —15°, +45°, —45°, +75°, e —75°, con-
sistindo desse modo uma decomposicdo redundante. A Fighira 6
apresenta o médulo dos coeficienteagveletfcomplexos) nas seis
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direcBes e em trés niveis. Observe que as informacfesatipgsi
sdo mais visiveis no nivel trés.

Figura 6.6: Mddulo dos coeficientamveletsla DT-CWT de uma imagem de um disco
centrado na origem.

6.2 TransformadasLets

A representacéo da informacao geométrica presente emmstaya gran-

de importancia em varias areas do processamento de imagaassfor-
madawaveletseparavel, apesar do grande sucesso, é limitada pelaisotro
pia das funcdes de suas bases em virtude de sua construcoviagia

as direcdes horizontal e vertical, em detrimento das dedinagbes. Por
exemplo, descontinuidades unidimensionais em imagemndgbe contor-
nos), sao elementos importantes em percepcao visual zaatilimuitos
coeficientes para sua descricdo nesse tipo de base, enquanéon uma
base com elementos direcionais, sua representacao settamais com-
pacta. Desse modo, para capturar eficientemente estratnisagropicas
caracterizadas por direcdes além das horizontal e vedic&cessario que
se tenha transformadas multidirecionais e anisotrop@atra deficiéncia
verificada em muitas dasaveletseparaveis é a perda da invariancia por
translacdo causada pela amostragem uniforme do paranedtiemglacao.
De modo a contornar essas deficiéncias, surgiram novasag®rsle uma
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nova geracao de transformadas. A transformadeeletcomplexadual-
treg vista anteriormente, também se encaixa nessa categuntado, pela
relacdo com a transformadavelet muitas delas receberam nomes simi-
lares, em especial mantendo o sufieb Entre essas, podemos destacar as
bandeletd60, 72], curvelets[8], contourlet$§23], directionlets[88] e rid-
gelet[24], entre outras. Nas referéncias citadas, é possivéleman como
foram construidas, e com um pouco mais de pesquisa € pogsifear

0 sucesso que essas novas abordagens estdo obtendo, mspeeiam
processamento de imagens. Elas sdo uma sequéncia natfiesitndo o
amadurecimento dessa poderosa ferramenta matematicada#ansfor-
madawavelet

6.3 Como escolher uma funcaavavelet ?

Uma questao que sempre surge na aplicacao da andlissdett a escolha

da funcdavaveletmais adequada para analisar um certo tipo de sinal. Nao
existe uma receita Unica para esse procedimento. Em [30][2&ralgu-

mas dessas questdes sao discutidas. Em resumo, algumaneiagibes
Gteis podem ser:

e Aforma dafuncaavaveletescolhida deve refletir as caracteristicas da
série temporal. Por exemplo, para as séries temporais coagdes
bruscas ou degrausveaveletde Haar pode ser a mais adequada; por
outro lado, para analisar séries temporais com variacOmsssumaves,
aswaveletde Morlet e chapéu mexicano séo as mais utilizadas.

e Para séries temporais com falhas ou com poucos dadasgedet gap-
pedtorna-se mais eficientes do quevaveletde Morlet, por exemplo.

e Numa andlise exploratoria dos dados, as fungéeseleindo-ortogo-
nais revelam-se Uteis, pois permitem uma redundancia deiaf
cao.

e Para sintetizar dados e fazer compressoes, usam-se asSwag@-
letortogonais, que representam os sinais de forma mais compact

e Quando é necessario uma informacao quantitativa sobreasegso,
funcbeswaveletortogonais sdo a melhor escolha [56].
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e As wavelets dual-tresdo mais interessantes em andlises em que a
invariancia de deslocamentos € importante e nos casoglimetfisi-
onais quando os dados possuem caracteristicas direcionais

Uma aplicacdo devavelet® na area de resolucdo numérica adaptativa
de equacdes diferenciais parciais utilizando métodos tenes finitos
e waveletde Haar ou diferengas finitasveaveletsnterpolatorias. Refe-
réncias nessas areas podem ser encontradas em [27, 26 e?&jémcias
citadas nesses trabalhos.

Também tem sido muito destacada a analiaeeleina area de estatis-
tica, sendo que algumas referéncias nessa area sao [45]90% [69].

Embora o esforc¢o inicial requerido para a utilizagdo do semé&lismo,
as transformadasaveletmostram-se realmente uma ferramenta muito util
na analise de sinais registrados dos varios fendbmenos féticos, cons-
tituindo um cenario encorajador para as atividades de pEssqQuando se
fala da aplicacéo da analiseveleta determinado sinal, uma questéo im-
portante € avaliar se sua utilizacéo € realmente necesBiarizonstatacao
dessa necessidade, torna-se importante selecionar armegphesentacao
wavelefpara o sinal em estudo.

6.4 Exercicios

Exercicio 6.1. A B-spline de primeira ordem é a funcdo escaly (z) =
¢(z) e as de ordemm > 2 sdo obtidas por recurréncid,,(z) = [ N,,—1(z—
w) N (u)du. Mostre QUeN,,,(z) = [ Ny (z—u) Ny (u)du = [, Ny (z—
u)du.

Exercicio 6.2. Mostre que a Equacéo 6.1.2 pode ser reescrita da forma a
seguir no dominio de Fourier

Non(€) = N1 (§)Ni(€) = -+ - = N{"().

Dica: 1. No caso de HaaV,(z) = N;(2z) + Ni(2x — 1). 2. Use a
transformada de Fourier para mostrar que
£ x €&

316 = 5 (14 o5 ) W)
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Com isso mostre que a relacdo de escala para sgpBre de ordemm
pode ser expressa como:

N, (§) = 27mH! zm: Ny (22 — k).
k=0

Exercicio 6.3. Mostre que aplicando-se a transformada Z na Equacéao

6.1.4 tém-se que

M bkz’k

H(z) = s :
1+> 0 a2k

Exercicio 6.4. Mostre que, s& é uma funcao escala constante por partes
tém-se as bases de Haar.

Exercicio 6.5. Faca os graficos das funcdes escala e wavelets de Meyer
no GNU/MAXIMA no espaco de Fourier, conforme as Figuras 6.2 e 6.3.
Visualize essas funcdes escala e wavelettambém no esp@ago Dica:
Aplique a transformada inversa de Fourier para isso. O qudeser ob-
servado quanto ao suporte em ambos os espacos? Quais asxréstcas
dessas fungdes se aumentarmos a sua ordem?
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Esta frasei— A transformada wavelet revela qual parte do sinal anali-
sado transporta energia e em quais frequéncjdsdduz talvez todo o es-
pirito, do ponto de vista fisico, dessa ferramenta. Jutésb com a sua
utilizagdo como uma ferramenta de estudo de regularidadesé muito
do potencial de seu uso. A investigacédo dos fen6menos eanategssa
técnica de analise requer um bom conhecimento da ferramevialet,
para assegurar o entendimento do resultado obtido e a ssigtémeia.

Os livros de [9, 10, 16, 11, 83, 38, 3, 69, 43, 61] e [49] saorésfeias
bésicas em analiseavelet Além deles, ha muitos outros textos relevantes
nesse tema, como, por exemplo, os trabalhos de [33, 81, 368867, 30,
27] e [26] e as referéncias neles contidas. Em particular enugués
tem-se, por exemplo, os trabalhos de [78, 67, 41, 52, 28,29]e [

Algumas péaginas da internet que contém informagoes irs@néss e
programas sobre o topiewaveletséo listadas na Tabela 7.1.
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Tabela 7.1: Alguns enderecos eletrbnicos relevantesamelet

Informacdes
ww. wavel et . org
wavel ets.ens. fr
www. sbrmac. or g. br/ conmAnal i se5. php

Softwares

Amara www. amar a. coni current/wavesoft. ht m
Lifting www. cs. kul euven. ac. be/ ~wavel et s/

Morlet ftp.nosc. m|/pub/ Shensa/ Si gnal _process/
Numerical Recipes www. nr . coni publ i c- domai n. ht m

Rice www\ dsp. rice. edu/ sof tware/ rwt. shtm
Wavelab ww\ st at . st anf or d. edu/ ~wavel ab/

WaveTresh/R www. st ats. bris. ac. uk/ ~wavet hr esh/ sof t war e



www.wavelet.org
wavelets.ens.fr
www.sbmac.org.br/comAnalise5.php
www.amara.com/current/wavesoft.html
www.cs.kuleuven.ac.be/~wavelets/
ftp.nosc.mil/pub/Shensa/Signal_process/
www.nr.com/public-domain.html
www-dsp.rice.edu/software/rwt.shtml
www-stat.stanford.edu/~wavelab/
www.stats.bris.ac.uk/~wavethresh/software

Apéndice A

Conceitos matematicos
fundamentais

Este capitulo prop&e-se a familiarizar leitores interéssaom alguns con-
ceitos matematicos fundamentais Uteis para o entendindenoriawva-
velet e de algumas de suas aplicacdes. O conteudo apresentadwsesta
pirado nos esclarecimentos preliminares dos excelemieslhos de [16] e
[43].
Como as funcéewavelet sdo continuas e devem satisfazer certas con-
dicdes de admissibilidade, € muito oportuno introduzii atguns concei-
tos elementares de espacos funcionais para fundament@géoaqueles
gue desejam se aprofundar em algum tépico, detalhamentgdetos po-
dem ser obtidos em livros classicos de analise, como os d@%k [75].
Convenientes para a utilizacdo adequada de algoritmosate$drma-
daswavelets alguns conhecimentos de processamentos digitais de sinai
mostram-se (teis e necessarios. Sugere-se também o usasiéeda-
mentas numéricas multiplataformas e de livre distribuighscritas em
[31], que sao utilizadas nos exercicios numéricos desta Datsta forma,
0s programas computacionais GNI4/TAVE * e GNUMAXIMA 2 s&o in-
troduzidos em [31] como ferramentas numeéricas de auxilimanuseio
de algebra linear e manipulacéo de matrizes ([92]), elemsanatematicos
que séo muito uteis na analise discreta no dominio do tempbaltco de

1IGNU/MAXIMA : http:/iwww.octave.org/
2GNU/MAXIMA : http://maxima.sourceforge.net/
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filtros.

A.1 Espacos lineares

Em uma acepc¢do ampla, um espaco funcional € meramente uetdaol
de funcdes que satisfazem certos padrdes de estruturamatiases. Por
exemplo, o espaco das funcdes de energia fitfit®) constitui-se de uma
colecdo de fun¢des com a propriedade de serem de quadradcaieis
em todo dominio definido, i.e.,

/_OO |f(#)Pdt < . (A.1.1)

o0

Um espaco linear, definido aqui conty deve obedecer as seguintes
propriedades:

1. O espac® ndo pode ser vazio.
SereSeyeS,entdor + y = y + .
SezeS,entdo(r +y) + z = = + (y + 2).

Existe emS um elemento singuldr, tal quezr + 0 = =.

Existe emS um outro elemento singularz tal quex + (—z) = 0.

2 T

Ha uma multiplicacdo escalar= c- z, tal que, sere S, entdoy e S
para todo escalat.

N

Valec- (z + y) = c¢-x + ¢y, parar,y € S e para todo escalar
8. Tem-sgc + d)-x = ¢-x + d-x comescalaresedex € S.

9. Aidentidadgc - d)x = ¢(d - x) para escalaresedex € S.

10. Valel -z = =.

Pode-se, com proveito, definir uma medida para avaliar ortamde
um elemento em um espago linear. Caso se atribua um nimérale-
signado como a norma de para cada funcéo e\, esse espaco torna-se
um espaco linear normadoa.e., um espaco com uma medida associada a
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ele. A norma de um espaco também deve satisfazer certasguiages
matematicas, que sao:

1. ||z|| > 0and|jz]| = 0= = = 0.
2. [z + yll < =[] + llyl]-
3. ||la-z|| = la|-||z||, em quez € um escalar.

Essa medida da distancia da funcdo a sua origem (i)e3, a norma
acima definida. Em consequéncjg; — y|| € a norma que determina a
medida da diferenca ou a distancia entre duas fungdeg. Ha uma
diversidade de normas que podem ser convenientementédielssopara
um espaco lineas de interesse. Uma dessas normas, designada de norma-
L2, refere-se a norma

fell = [ \f(x)\der < . (A12)

— 00

O espacd.? é um espaco de Hilbert.

A.2 \etores e espacos vetoriais

Os principais tépicos abordados nesta se¢do séo: a defoecéetor; as
operacdes basicas entre vetores; 0os produtos escalarrelvets princi-
pais relacoes e identidades vetoriais; e 0s espacos yetdmprincipais
referéncias utilizadas séo [46, 80].

Inicialmente, um escalar € uma quantidade fisica que @aiaaise por
uma magnitude, como, por exemplo, a temperatura do ar, cadenigspe-
cifica ou a pressao atmosférica. Por sua vez, um vetor € unmdiadpae
fisica que se caracteriza, simultaneamente, por uma nuagnitma di-
recdo e um sentido sobre essa direcdo, como, por exempltyadeele
do vento ou de carros de corrida em uma prova. Ha varias restaia
vetores. Usualmente, a notacao utilizada para vetor é uctaafeobre a
letra que designa o vetor (por exempjﬁ, ou uma letra em negrito (por
exemplo,A). Essa ultima notagdo é a utilizada neste texto.
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Graficamente um vetor é representado por um Q
segmento de reta orientado como apresentado na
Figura A.1. Neste cas\ tem a direcdo de” Q’
até (), em gue o pontd® chama-se ponto inicial
e 0 ponto@ é o ponto final deA. O tamanho
do segmento de retgP(Q)| representa a magni- B
tude deA e é denotado pgA| ou A. Doisve- p
tores sdo iguais se possuem a mesma magnitude,
a mesma diregcdo e mesmo sentido como apresen-
tam|A| = |B| nesta figura. N&o & necessario que
eles possuam o mesmo ponto inicial. Nessa Sitiura A.1: VetorA = B.
acao eles sao ditos idempotentes. Tem-se ainda
queA =B< B=AeB=C« A =C. Seos pontog e () coinci-
dem, tem-se o vetor zero e denota-se(@are., um vetor com magnitude
zero e direcéo arbitraria.

SeA é um vetor en € um escalar, entdo o vetarA é definido como:

— 1A
2

- A

-A

2A

e A magnitude denA é

m||A| = |mA].

e Sem =00UA =0, entdomA = 0. _
Figura A.2:mA, para

e Sem é positivo (negativo) & # 0, entdo a di- m = 3,1,2 e-1.
recdo denA € mesma (oposta) de.

Exemplos dessas propriedades sédo apresentados na Figura A.
Dois vetoresA e B séo ditos paralelos se e somenteAse= mB, e
1 x ) o

denota-seA||B. SeA # 0em = Al entdomA € um vetor unitario
com a mesma direcédo de e magnitudd. Em geral denota-se esse vetor
unitario pore, .

Se dois vetores tem um ponto inicial comum, entao
A — B é um vetor que se inicia no ponto final Bee
termina no ponto final d& (Figura. A.3). Tem-se as®
seguintes propriedades da adi¢cdo entre vetores:

1. Leide identidade{A + 0) = A;
A-B

FiguraA.3: Somaeda
subtracdo de vetores.
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2. Leido inversoA + (—A) = 0;
3. Lei da comutatividadeA + B = B + A;
4. Leidaassociatividades+(B + C) = (A + B)+ C;
5. Lei distributiva:m (A + B) = mA + mB;

6. Leidistributiva escalartm+n)A = mA+nA,

Dependéncia linear

Sejamn vetoresAq, A, ... A, linearmente dependentes, entdo, existem
escalaresn;(i = 1,...,n), nem todos sendo zero, tais qugA; +
moAs+---+m,A, = 0,i.e., pelo menos um desses vetores pode ser ex-
presso com uma combinacéo linear dos outros 1). Se nenhum desses
vetores pode ser expresso assim, eles sédoldigm mente independentes

Produto interno ou produto escalar

Chama-se produto interno num espaco vetdria toda funcagf : V x

V — F que a cada par de vetorgA, B), assim definidos, associa-se um
escalar (real ou complexo), indicado pela converddd ou< A, B >,

e que satisfaz as seguintes propriedades

1. A-B=B-A;
22A-B+C)=(A-B)+(A-C);
3. (mA)-B=m(A-B)=(mB)-A; emquen é um escalar arbitrario.

Tem-se também qui- A = |A|> = A%, sendoA-A > 0eA-A =0
se e somente s& = 0.

Definicdo: Um espaco vetorial € chamado Euclidiano se possui um pro-
duto interno.
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Definicdo: O angulo entre dois vetores em um espaco vetorial Euclidiano
é definido comotos(9) = 2g com|A| = VA - A.
S&o vélidas as seguintes desigualdades:

(Desigualdade de Cauchy—-Schwarz) |A - B| < |A||B|, (A.2.3a)

(Desigualdade do triangulo) |A + B| < |A| + |B]. (A.2.3b)

Produto vetorial

O produto vetorial entre dois vetords e B, A xB
denotado poA x B é umvetordadopor |  __ _ _ _ _ _ _ _

A xB=|A||B|se u, w e -

emqued é o anguloentrd eB,e0 < 0 <,
como apresentado na Figura A.4géumve- g« A

tor unitario perpendicular A e aB. A direcao

deu é dada pela regra da mao direita. Figura A.4: Produto vetorial.

Propriedades do produto vetorial
1. Lei da anti-comutatividadel x B = —B x A;
2. Leidistributiva:A x (B + C) = (A x B) + (A x C);
3. Lei distributiva escalarfmA) x B = m (A x B) = —(mB) x A;
em quem € um escalar arbitrario.
Sistema de coordenadas retangulares (cartesiano)

Neste caso um vetor é definido em um sistema de coordenadiesiaao,
ie., A =[A;, Ay, As], em queA;, Ay, A3 sdo chamados de componentes
do vetorA, referentes aos eixos y, z . A magnitude desse vetdk é
expressa por

Al = A= /(A2 + A3 + 42).
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Sao validas as mesmas relacfes algébricas descritas mosuiteeriores.
Os vetores unitarios

i=[1,0,0], j=1[0,1,0], k=1[0,0,1]

séo os vetores base do sistema.

Qualquer vetor tridimensional pode expressar—se como &®icagao
linear dos vetores de basg ek. Um vetor de posicad esta determinado
por um ponto no espaco com as coordenddgsyo, zo).

SeJaA = Clli -+ agj —+ agk eB = bli -+ bQJ —+ bgk, entéo,

i j k
A-B= a161 + a,gbg + a3bg, AxB= a; Qo as
by by b3

A.3 Bases

Ao invés de pensar em vetores bases, pode-se pensar emsbagés para
representar funcdes arbitrarias em um espaco linear norrriago pode
ser ilustrado com as seéries, algo bem conhecidas, de FoAdenita-se

que uma fungéo periodida,(t) é expandida como:

Pr(t) = Y g, (A.3.4)

k=—o00

em quel’ é a periodicidade da fungéo, = 27/7T = 27 f é a frequéncia
fundamental, @’*«°! é o enésimo-harmonico dessa frequéncia. O conjunto
de fungbeq e*+ot}, ., formam as bases para o espago Fourier de frequén-
cias discretas. O conjunto de coeficienfes} .., é frequentemente refe-
rido como o espectro discreto.

Emprestando a visao facilitadora dos vetores, a ideia dgantlidade
pode ser considerada para fungdes bases. Para exemplamnsegajunto
de trés vetores ndo nules, us, us. Eles constituem uma base ortogonal
se e somente se eles sdo ortogonais entre si, i.e.,

Uy u, =0 Vm #n.
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Uma base é ortonormal se e somente se

0 m#n
um.un:5m7n:{1 ?_é ’
m=n.
Dessa forma, no espaco tridimensional, os vetpliek formam uma base
ortonormal.

Pode-se mostrar que as funcfes acima para o espaco de [Eonsgr
tuem uma base ortogonal, caracteristica expressa na forma:

T

1 z

= / elhwotemskwot qp — 6, Wkl € Z. (A.3.5)
T

2

As funcBes bases também podem ser normalizadas. Nesteqeasma-
siderando para normalizacdo uma energia unitaria, obééas-bases orto-
normais do espaco discreto de Fourier o conjyatto! /v/T} e .

A.3.1 Ortogonalidade e biortogonalidade

Concernente a analise de sinais, a expanséao ortogonal denigéa revela-
se uma importante ferramenta. As componentes da expansé&seatam
as amplitudes das componentes dos sinais.

Se umafuncag(t) € Lp2 é expandida em termos de um certo conjunto
ortonormal ¢ (t) }xez, pode-se escrever:

[e.9]

F6) = Y o oilt). (A:3.6)

k=—00

Uma vez que se conhece uma fungdo) para todo dominio, os coefi-
cientes podem ser obtidos pelo produto interno da funcdoasbases,
le.:
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(f.on) = F(t) ou(t) dt

= /_OO Z agi(t) or(t) dt

em quep indica o complexo conjugado da funcéo

Em certas aplicacdes, no entanto, as funcdes bases or@isgrotdem
carecer de algumas propriedades desejaveis do procedsateesinais.
Nessas oportunidades, representacdes biortogonaisrtamaima efici-
ente alternativa para superar algumas das limitacdes ogonrdélidades e
fornecer uma boa aproximacéo para uma dada funcéao.

SejaassiM ¢x(t) }rez um conjunto de funcdes bases biortogonais. Exis-
tindo um outro conjunto de funcdes bages(t)}.c, € L?, tal que:

(D, D) = /_OO O (t) gu(t) dt = 0y, (A.3.7)

o conjunto{¢x(t)} ez é chamado bases duais @, (t)}scz. A linha
sobre a funcéo significa 0 seu complexo conjugado.

Dessa forma, pode-se expandir uma fungég em termos da base
biortogonal:

g(t) = D didw(t), (A:3.8)
k=0

e obter os coeficientes por meio de:

dy = (g, 0n) (A.3.9)
_ /_ o(t) D) dt. (A.3.10)
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Por outro lado, a fungég(t) pode ser expandida em termos da base dual:

g(t) =Y didi(t), (A.3.11)
k=0
e obter os coeficientes dualspor meio de:
di = (g, (A.3.12)
= /Z g(t) ¢y (t) dt. (A.3.13)

Diferentemente das bases ortogonais, que pertencem acespato, em
uma base biortogonal as bases duais ndo tem de estar no esigatal.
Quando acontece das bases biortogonais e sua dual estarsrasnw
espaco, essas bases sdo chamselasrtogonais

A.3.2 Base local e base de Riesz

Até este momento, tem sido consideradas bases ortogomaisroa na-
tureza global, i.e.[¢(t) : t € (—o0,00)]. Um exemplo imediato a ser
considerado pelo leitor séo as fungbes basawe cossengara as se-
ries de Fourier. Quando consideram-se bases que existemrmeanteuvalo
finito da reta de reais, i.e[p(t) : t € (a,b)], mas que satisfazem os re-
quisitos da ortogonalidade ou biortogonalidade, elas bamadas bases
locais. Para exemplo, a ser estudada mais adiante, a basé lHaalesses
casos mais simples.

A.4 Espacos lineares normados discretos

Um espaco linear normado discreto & uma colegdo de elemgmosido
sequéncias discretas de niumeros reais ou complexos conmouma.rPara
um tal espaco, as regras de operacfes na Secado A.1l sdo igiehphk-
caveis. Um elemento em um espaco linear N-dimensional éseptado
por uma sequéncia do tipo:

z(n) = {x(0),z(1),...,xz(N — 1)}, (A.4.14)



117

em gue se representa a soma dos elementos como:

w(n) = x(n)+yn)
= {2(0) +9(0),2(1) +y(1), ..., x(N = 1) + y(N = 1)}

A.5 Aproximacao por projecao ortogonal

Considerando que um vetatn) ndo € um membro do espacgo de vetores
linearesV estabelecido pop,, pode-se desejar achar uma aproximagéao
u € V. Um recurso € utilizar uma projecao ortogonaldeo espacd”
como uma aproximacao, que é definida por:

up = > (u, é) i (A.5.15)

k

Ressalta-se aqui que, nesta formulagéo, o erro de aprokimag u, €
ortogonal ao espaco entao definido

Além do mais, o erro quadratico médiméan square rooptMSE) de
uma tal aproximagédo é minimo. Para provar a propriedade demmi
de MSE para qualquer projecéo ortogonal, considera-se ungédg <
L?[a,b], que é aproximada por um conjunto de funcGes bases ortoigorma
¢:k =0,.N—1talque:

N-1
g(t) = golt) = ¢;e5(t), (A.5.16)
j=0
com
c¢; = (9, %;)- (A.5.17)
O erro circunstanciade.(t) na aproximacgéo da fun¢ddgt) é:
N-1
e(t) = g(t) — gelt) = g(t) = Y _ ¢; ¢;(t). (A.5.18)

J=0
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Para mostrar que MSHe.(¢)||> € minimo, quando a sequéncia de coefi-
cientesc; € obtida pela projecéo ortonormal dada pela Equacéo A.5.17,

pode-se adotar 0 seguinte procedimento. Assume-se que hduina

sequéncial; : 7 =0,..., N — 1 que seja obtida de uma outra maneira que

nao a projecao ortogonal e também minimize o error. Entadrarss que
c;=d;:j=0,..,N —1,assim completando a prova proposta.
Com a sequéncia definidg, tem-se:

N-1
g(t) ~ ga(t) = d; d;(1), (A.5.19)
j=0

(A.5.20)

7=0 i=0

N—-1 N-1 N-1
=(g(t),9(t)) — Z djcj — §Ci T+ | d; |2

j=0 j=0 j=0

Para se completar o quadrado dos ultimos trés termos na &miag. 20,
adiciona-se e subtrai-@f: o | ¢ |? para alcancar:

llea(®)]I*

N-1
g(t) =Y die5(t)
7=0
N-1 2 N1
g(t) = ol + D ldj — ¢ (A.5.21)
j=0 j=0

N-1
=llec(OIF + ) 1dj — 5l
=0

Pode-se verificar que para ter o MSE minimo, deve-sé;tet ¢; : j =
0,...,N — 1, e decorre dai a prova.
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A.6 Sinais digitais

NotacOes basicas e operac¢des usuais para técnicas desproeaso de
sinais sdo abordados aqui. Uma referéncia bem oportundahoade
[43].

Considere-se um sinal analégic@), em que esse seja um sinal con-
tinuo no tempo e limitado na energia. Se a sua amplitude fosorada
e registrada de forma regular em um intervalo tempbyalbtém-se um
sinal discreto:

z(n) == x(t,), n=0,1,2,.... N —1, (A.6.22)

em quet,, = nh. Valores amostrados assim discretizados constituem um
sinal usualmente chamado de sinal digital. De forma a terhoaaproxi-
macao para uma fungadt) continua, limitada em banda desse conjunto
amostrador(n), o intervalo de amostragemdeve ser escolhido tal que

h < 7w/, sendd2() a largura de banda da func&¢), i.e., z(§) = 0
paratoddé| > . A escolha de: € a frequéncia de Nyquist e a formula
de recuperacdo de Shannon, dada por:

B sin[r(t — nh)]
z(t) = ) x(nH)W, (A.6.23)

nez

permitem recuperar a fun¢éo analdgica origin@).

Um aspecto importante, para os propdésitos do assunto draiesta
nota, € o conceito de sistemas lineares invariantes a éesétos, mais
conhecido pela designacdo em indiégar shift-invariant systemsCon-
sidere assim um sistema caracterizado por suas respostagudsoh(n).
Diz-se que o sistema é linearmente invariante a deslocamsera entrada
z(n) e a saida(n) satisfazem as seguintes relagdes:

Invariancia a deslocamento:

{ wn) = yn), (A.6.24)
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Linearidade:

z1(n) = yi(n) e xa(n) = ya(n),
A.6.25
{ x1(n) + mas(n) = y1(n) + mys(n). ( )

Em geral, um sistema linear invariante a deslocamento éteaizado
por:

zi(n—n')+mza(n —n') = y1(n —n') + mya(n —n')  (A.6.26)

A.6.1 Convolucao

A convolucao discreta, também conhecida como média moéefhala
relacdo de entrada e saida de um sistema linear invariaesadmento.
A definicdo matematica da convolucéo linear é:

y(n) = h( th n)x Zxk n)h(k). (A.6.27)

Também pode-se exprimir a soma dessa convolugdo em notagéoiah
como:

Entretanto, numericamente, em geral faz-se esses calmldeminio de
Fourier, pois as convolucfes nesse dominio sao produtds pgonto.

A.6.2 Transformada Z

A transformadaZ é uma ferramenta muito Util para analise de sinais dis-
cretos. Ela sera utilizada frequentemente nas derivagigsldoritmos

de wavelete de bancos de filtros. Sua definicdo é dada como uma soma
infinita, expressa como:

= 3" h(k)zF = e h(=1)2 A R(0) +h(1)z T +R(2) 2 4

(A.6.28)
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A variavel z~! representa o retardo de uma unidade do intervalo de
amostragem, enquanto? significa o retardo dé/ unidades. Se se subs-
titui = por ¢, a transformadé torna-se a transformada de Fourier dis-
creta no tempo. Uma importante propriedade da transfornfadaque
essa transformada sobre uma convolugéo discreta resultanepnoduto
no dominio da transformada:

y(n) = h(n) x z(n) = Y(z) = H(z)X (). (A.6.29)

Atenta-se que a transformada € um valor complexo. A transfor-
madaz, X(z) >.>° _ x(n)z ", pode ndo convergir para alguns valores
de z. A regido de convergéncia de uma transformadadica a regiao
do plano complexo em que todos os valoreg figzem a transformad&
convergir. Assim, para compreensao, duas sequéncias gedarmesma
transformad&Z; mas com diferentes regides de convergéncia.

A férmula de recuperacao da sequéncia original da sua tnanatiaZ

envolve integracado complexa da forma:

z(n) = % %X(z)z”ldz, (A.6.30)

em que o contorno é tomado dentro da regido de convergéntandor-
mada no sentido anti-horario.

A.7 Transformada de Fourier de fungdes com suporte
compacto

Se a funcag’ é ndo zero com suporte compacto, entdo sua Transformada
de Fourier ndo pode ser zero em todo o intervalo. Isso impjiEase

a sua transformada de Fourier possui suporte compacta arfincao

f ndo pode ser zero em todos os intervalos temporais. Se agdest

de Heisenberg séo verificadas, é impossivel existir umaifudoL? que
possua suporte compacto nos dominios de tempo e frequé&ratiadf).

Isso significa que ndo existe uma analise frequencial itésiaa para sinais

de energia finita.
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A.8 Condicdo de Strang—Fix

A ordem de precisao de esquemas de aproximacéo é usualneéintdal
pela capacidade que esses esquemas possuem de reprotdngmios.
No caso especifico de aproximagcdes em termos das transtadedsna
funcdo basica numa malha regular, isto é caracterizadocpeldiciao de
Strang-Fix [82].

Definicdo A.1(Condic&o de Strang-Fix)Sejap um inteiro nég negativo.
Uma fungéof satisfaz a condi¢é@o de Strang-Fix de ordgse f(0) # 0 e
f(¢) tem zeros de ordem+ 1 em todos os pontas= 27k, 0 # k € Z .

A.9 Observacdes sobre a Teoria dosrames

Framessao estaveis e, possivelmente, redundantes, represesidedm
sinal, sdo uma generalizacado do conceito de bases no eapa@o IUm
frameé uma familia de vetores que podem representar qualquérdsina
energia finita por uma sequéncia de produtos internos coretos2s dessa
familia. A sobreamostragemyersamplinyé um exemplo de representa-
cOes de sinais em uframe sendo que nem todas as sequéncias de valores
podem representar uma sequéncia de amostras.

A teoria dosframesteve inicio com o trabalho de [32] no contexto de
séries de Fourier ndo harmonicas e revisada por [93]. Umdidade
fungdes{ ¢, }.ecr que caracterizam um sindlpor intermédio do produto
interno(f, ¢,,)ner Seréa chamada deamesegundo a definico abaixo.

Definicdo A.2. A familia{¢, },cr no espaco de Hilbert{ € um frame se
existem as constantes> 0 e B < oo, tal que, paratodaf € H

AIFIP <D I 6 < Bl fII (A.9.31)

nel’

QuandoA = B diz-se ter untight framee uma consequéncia imediata
€ que

Y L0 = AllSIE

nel’
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Um tight framen&o garante qugp, }.cr forme uma base ortogonal, como
podemos comprovar com o seguinte exemplo.

Exemplo A.1. Considere a base ortogonét,, e;) do espacd{ = C? e
0s vetores

1 V3 1 V3
01 =eq, O = —561 + 7627 ¢z = —561 — 762-

Paraf € H, f = ai1e; + aseq, SEQUE qUE

1 V3

T

3 2

D Ufon)? = lal’ +

n=1

1 V3

—5 01—

* 22

3
= Sl + )

3 2
= SIfIP,

Os vetoreq ¢, }.,—1..3 definem umdight framecom A = 3/2. O limite
doframe3/2 caracteriza a redundancia na dimenséo, trés vetores gerand
um espaco de dimenséao dois. Se o limitdrdmefor A = 1, entédo dight
frameforma uma base ortogonal.

Proposic¢édo A.1.Se a familia{ ¢, } .er € umatight frame é¢,,|| = 1 para
todon € I, entdo{ ¢, }.er constitui uma base ortogonal.

Demonstrac&o Desde qué f, ¢,,) = 0 paran € I" implica quef = 0 e
com isto¢,, gera#. Basta verificar que,, s&o ortogonais. Temos que

16alP=> _1(bns o) > =l bnll*+ D _[{Sns d0)I7

kel k#n
kel
|
Desde que|¢, || = 1, seque quéyp,,, ¢,) = 0 para toddk # n.
A reconstrucdo d¢ por intermédio dos coeficientég, ¢,,) € feita por
um pseudo operador inverso, definido em funcaramedual. Para mos-
trar isto, vamos definir o operadivamee seu pseudo inverso.
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Definicdo A.3. Se{¢, }.cr € um frame en#{, entdo o operador frame é
um operador linear dé{ — ¢*(T") definido por

(Uf)In] = (f, ¢n)-
Segue de (A.9.31) quglU f||> < BIJf||*, ou sejalU é um operador
limitado. O operador adjunto™ é facilmente obtido por:
(Ute,f) = (cUf)
= ch<f7 ¢n>

= D caldn, f).

Desta forma:

Ure= Z CrnOn-

Denotando por

I*(I) = {x JlzP= ) Jaln]? < OO}

nel’
eIm(U) aimagem dé/ f paraf € H, temos o seguinte resultado.

Proposicdo A.2.Se a familia{¢,, } .cr € um frame, cujo os vetores sdo
linearmente independentes, entha,(U) esta estritamente incluido em
I?(T") e U um ndmero infinito de operadores inverso a esquérda, tal
que: )

VieH, U'Uf=F
Demonstragdo A desigualdade (A.9.31 ) garante qiie:(U) C I*(T),
pois

IUFI2 = "I1(f. 6u)* < BIIFI®

nel’
Sendo{¢, }.er linearmente dependente, existe um vetor ndo aule

I*(T), tal que
Z x[n]¢, = 0.

nel’
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Paraf € H
S afnl(f. ) = 3 an)(Uf)n] = 0.

nel’ nel’
Isto mostra quém(U) € ortogonal ar e portanto/m(U) # I*T). O
operadorU é injetivo. De fato, a desigualdade (A.9.31 ) garante que, se
Uf = 0entdof = 0. Desta forma, a restricdo efm(U) € inversivel.
Sejalm(U)* o complemento ortogonal den(U) em relagéo d*(T).
Se{®, }ner € linearmente dependente enao(U)* # {0} e a restricao
deU~! emIm(U)* pode ser qualquer operador linear |

Quanto maior for a redundancia fi¢, },cr, maior sera o complemento
ortogonal/m(U)* da imagem/m(U). O operador pseudo invergo*
é inverso a esquerda e se anula Bm(U)*. Em espacos de dimensé&o
infinita, o operadof/ ! n&o é necessariamente limitado e isto pode causar
instabilidade numérica no processo de recupgieU f. A existéncia de
um pseudo operaddf—! limitado é garantido pelo teorema.

Teorema A.1. O operador pseudo inverso satisfaz
U= (Uu)tu (A.9.32)
e é inverso a esquerda com minima norma do sup. Se o operadoefi

tem limites4 e B, entdo

. 1
U< —. A.9.33
U |s< 7a ( )

Demonstrac&oPrimeiramente iremos mostrar qif|| s € minima. Sendo
x € I*(I') decomposto em = z; +y, comz; € Im(U) exy € Im(U)* .
SejalU ! um operador inverso dé arbitrario, entdo
U= ]l _ U ]l _ U 2
] el = ]

Desta forma
|U~"| U]

= Ul

10U s = sup
zeI2(I—{0} ||l z€I?(I')—{0} ]
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Desde que; € Im(U), existef € H tal quer; = U f. Adesigualdade
apresentada na Equacao (A.9.33) é obtida por intermédiesiguhldade
da Equacéo (A.9.31), a qual mostra que:

1 1

\/ZIIUfH Sﬁllwll-

Para chegar a Equacédo (A.9.32) primeiramente é necessastam
que o operador auto adjunté*U € inversivel. Se&/*Uf = 0 entdo
(UUf, f) =0=(Uf,Uf) =0. ComoU é injetivo, seque qu¢ = 0, 0
que prova qué/*U também € injetivo. Para provar qUéU é sobrejetivo,
temos que mostrar quen(U*U) = #H. Para isto mostraremos que um
vetor ndo nulo ndo pode ser ortogonal a imagem. Suponhg qué( é
ortogonal alm(U*U). Em particularg, U*Ug) = 0 = (Ug,Ug) = 0, 0
que implica quey = 0 e portantd/*U € sobrejetivo.

ComoU*U é inversivel, provar (A.9.32) é equivalente a mostrar que,
para todor, o operador pseudo inverso satisfaz

UU)U 'z = U (A.9.34)
(

Sez € Im(U)* entdo(U*U)U 'z = 0 porqueU 'z = 0 e também
U*z = 0, ja que para todg € H temos(f,U*z) = (Uf,z) = 0. Isto
mostra que (A.9.34 ) é valido para todoe Im(U)*. Sex € Im(U),
entdoUU 'z = x 0 que mostra que a relacdo (A.9.34) é valida. Portanto
(A.9.34) é valida para tode € H u

1T~ )= [If]] <

O operador pseudo inverso esta relacionado com a fafrdh@edual,
de acordo com o resultado do seguinte teorema
Teorema A.2. Seja{, }.er um frame com limitesl e B. O frame dual
{®n }ner, definido por )
O = (UU) " bn
satisfaz para todg € H

BUFIP <Y If u)? < ATYIFIP (A.9.35)
nel’
e
F=U"0F= {f.0u)bn=D (f In)bn (A.9.36)

nel’ nel’
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SendoA = B segue que, = A~ '¢,,.

Demonstrac&oDetalhes da demostracdo podem ser visto em [61] =

Este teorema mostra como podemos reconsftyior intermédio do
framedual e se temos utight framea reconstrucéo € dada por

f=A (f, 6n)n:

nel’

Uma base de Riesz € uframecom os vetores linearmente indepen-
dentes, o que implica erfm(U) = I*(T"). Com isto, segue da Equa-
cao A.9.36, que tramedual{én}nep também é linearmente independente
e € chamada de base de Riesz dual . Consider#négo ¢, na Equa-
cao A.9.36 tem-se uma relacdo entre os vetores da bases, send

¢p = Z<¢p7 én)gﬁn
nel’

O que implica, por serem linearmente independentes, que

<¢p7 $n>¢n - 5177”’

Desta forma as bases de Riesz duais sao biortogonais e semadalina-
das, ou sejd)¢||= 1, entédo os limites déramesatisfazemd < 1 < B.
Da desigualdade (A.9.35), cofn= ¢, obtemos a relagéo

B gpll* <Yl b =1 < A7 61>

nel’

Em resumo, uma familigp,, } . de vetores em uma base do espaco de
Hilbert H é umframese existe duas constantds> 0 e B > 0 tais que,
para qualquef em H,

AFIP <D 1< foda > 2 < BlIfII-
nel’

Se A = B, oframeé chamado déameseguro tight framé. e uma base
Riesz é umframe cujos vetores sao linearmente independentes. \etores
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Framessao de norma unitaria. Se vetorFamessao independentes, entao
A < 1 leqB. Framessao bases ortogonais se= B = 1. Framesséao
redundantes sd > 1 Uma familia finita € sempre ufinamedo espaco
linear que ele gera.

A.10 Funcgoes Splines

Algumas das propriedades basicas das fun¢deplBes 5B,(x), de inte-
resse neste trabalho, sdo apresentadas nesta secdo.shatatbes sobre
essas funcdes podem ser encontrados em [9] e [44].

As funcdes Bsplines,(x) de ordenY, em quer € R, sdo construidas
a partir da seguinte convolucéo:

Bi(x) = (By * Be_1)(z), £>1,
em queB,(x) é a fungdo caracteristica no intervélol], i.e.,

[ 1, paraz €[0,1),
B(z) = { 0, caso contrario.

Para calcular as funcdes $plinesde ordem superior, utiliza—se a se-

guinte formula:

441

Bie) = > (0 (1) max.s@))

" k=0

O primeiro termo entre parénteses da equacao anteriosegpeeua bino-

mial '
(4) =5

e s(x) é expresso da forma a seguir

z+%i—k  selforpar

s(z) =

x+ 52—k, selforimpar
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O suporte da,(x) €

[—£,£+1], setfor par,
Supp Bg - [ (+1 f(+1

81 211 sel for impar.

Essas fungbes sdo sempre positivas no interior desse s@pelds sdo
simétricas em torno do ponto zero &&r impar e do pontd /2 se/ for
par.

Pode—se verificar na Figura A.5(b) que a fun¢dicé a conhecida fun-
céo chapéu, i.e.,

z+1, -1<z<0,

Bi(z)=¢ z—1, 0<z<1,
0, caso contrario
Outros exemplos de fun¢dék(z), paral = 0, --- , 5, também séo apre-

sentados nessa figura. Nela, também é possivel verificanpaqutades
descritas anteriormente, como suporte, positividade etgsm

A transformada de Fourier das fun¢@@gx) também possui uma for-
mula explicita, que é expressa por,

¢
seny2 .
. ( 5/2/> , sel é par

B(§) = ¢
ei6/2 ( sge/r;g/z) . sel é impar
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(@) Bo(z) (b) Bi ()
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
(c) Ba(x) (d) Bs(z)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
(e) By(x) (f) Bs(x)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1

Figura A.5: FungGes BplinesB,(x) de orden?=0,1,--- , 5.
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A.11 Filtros Interpolantes de Lagrange
Na teoria devavelets filtros interpolante#’,; desempenham um papel

de grande importancia. Uma Miesta associada a um par de filtros bior-
togonaisH e H* de tal forma que

P(§) = H(§) H*(§), (A.11.37)
satisfaca a relacao
P+ P(E+m) =1. (A.11.38)

Filtros P satisfazendo a relacédo (A.11.37) sado conhecidos comasfitiro
terpolantes, pois estado associados a esquemas de refinamenuolantes.
Para cada inteiro pav/ = 2K, o filtro P, € definido por

Eys=(K-1+m
Pu©) = (cos )" 3 (T e Kz
- (A.11.39)
O filtro P, possui as seguintes propriedades:
e € umfiltro interpolante.
e & simétrico emtorno de= 0, i.e., Py(§) = Py (—§).

o Py(§) >0, para—7 < § < 7, ePy(§) = 0seesomente ge= +.
Além disso, parg = 0, e¢ = =+,

d* Py
ka”(g):o, 1<k<M-1.

e Os coeficientes do filtrp,,(¢) s&o simétricos em torno de= 0 e séo
nulos pard/| > M e para todo inteiro pat # 0.

Filtros que satisfazem as propriedades acima s&o conisewaderia de
banco de filtros combnear-phase halfband maxflat filtej83, 16]. Nesse
caso particular o filtraP,,(£) esta associado com o algoritmo de refina-
mento interpolante, por interpolagdo polinomial de Lageapcentrada de
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graulM —1. Os coeficientes de indices imparestiepossuem a seguinte
férmula [86, pag. 37],

[1'6 — & —0.5)

Puh 1) = (D) e S R+ K — k=D

(A.11.40)

A Figura A.6 apresenta os graficos Bg (&) paraM =2, 4, 6, 8.

(a) P, (b) Py
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
(c) Ps (d) P
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura A.6: FiltroP,; paraM =2,4,6 e 8.
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