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Resumo: Este trabalho apresenta uma generalizacdo do método da maxima descida, com base no
conceito de q-derivada proveniente do q-cdlculo, denominada método do q-gradiente ou método
q-G. O q-cdlculo surgiu da generalizacdo de expressdes matemdticas por meio de um pardmetro
multiplicativo q dando origem a q-versées de funcdes, séries, operadores e niumeros especiais,
que no limite, ¢ — 1, retomam as suas respectivas versoes cldssicas. A principal ideia deste novo
método € o uso da direcdo contraria a direcdo do vetor q-gradiente como direcdo de busca em
problemas de otimizagdo global continua. O desempenho do método q-G foi avaliado através de
um conjunto de seis funcgoes teste da literatura e obteve bons resultados, sobretudo em funcdes
multimodais.
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1 Introducao

O g-célculo surgiu da generalizacao de expressoes mateméaticas por meio de um parametro mul-
tiplicativo q. Essas generalizagoes deram origem a versdes andlogas, também chamadas de ¢-
versoes de funcoes, séries, operadores e nimeros especiais. No inicio do século XX, o reverendo
inglés Frank Hilton Jackson desenvolveu o g-calculo de forma sistematica. Em particular, gene-
ralizou os conceitos de derivada e integral no contexto do g-calculo e reintroduziu a g-derivada,
também conhecida como derivada de Jackson [3, 4, 5].

Neste trabalho estende-se a aplicabilidade do g-calculo na area de otimizacao por meio do
uso do vetor g-gradiente no método da maxima descida. Para fungoes continuas e irrestritas
de n variaveis, a g-versao do método da maxima descida, o método ¢-G, utiliza como direcao
de busca a diregao contraria a direcao do vetor g-gradiente. O vetor g-gradiente por sua vez é
o vetor das ¢-derivadas parciais de primeira ordem da func¢ao objetivo. O método ¢-G retorna
para a sua versao classica & medida que o parametro ¢ tende a 1. Quando ¢ # 1 a direcao de
busca do método ¢-G pode ser tanto de descida quanto de subida, caracteristica que permite ao
método escapar de minimos locais. Utilizando estratégias simples para o calculo do parametro
q, necessario para o calculo do g-gradiente, e para o tamanho do passo dado na direcao de busca,
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tem-se um algoritmo estocéastico para o método ¢-G destinado a problemas de otimizagao global
continua.

Para testar o desempenho deste novo método foi considerado um conjunto de seis funcoes
teste unimodais e multimodais com 20 dimensdes. Os resultados foram comparados com trés
Algoritmos Genéticos (AGs) desenvolvidos por [2] e [1].

2 O método ¢-G

Dada uma fungao f(x) continuamente diferencidvel de n varidveis, o gradiente de f é o vetor de
n derivadas parciais de primeira ordem da fungdo. Similarmente, o ¢-gradiente é um vetor das
n g-derivadas parciais de primeira ordem de f e o parametro q é um vetor de n variaveis.

A g-derivada parcial de primeira ordem com relagao a varidvel x; é dada por [6]

f(xla--'vqixir"’xjn)_f‘(xlv"waj’iv"':mn)’ .7)7,#0 e q2#17
DQi,iUif(X) = 6f(X) % — B (1)
) z; =0 ou ¢ =1.
Oxi

A partir da Equagao (1) define-se o vetor g-gradiente de f

Vof ()" = Dy, f(%) .- Dyoa, f(%) .- Dy o f (%], (2)

e quando ¢; — 1,Vi =1,...,n, o vetor g-gradiente retorna ao vetor gradiente classico.

Uma estratégia de otimizagao pode ser definida por um procedimento iterativo que, a partir
de um ponto x, gera uma sequéncia de solucdes possiveis por meio da expressio x*t1 = xF4+ad”,
em que d* ¢ a direcdo de busca e a¥ é o tamanho do passo dado nesta direcio na iteracio k.

Métodos de otimizacao baseados em gradiente sao caracterizados pelo calculo da direcao de
busca e do tamanho do passo. O método da maxima descida, por exemplo, utiliza d¥ = —V f (x*)
e o tamanho do passo ¥ é determinado por uma técnica de busca linear que minimiza a funcao
objetivo ao longo da direcdo d*. O método ¢-G utiliza d¥ = —Vf (x*) como direcdo de busca
com os valores do parametro  obtidos por meio da geragao de qfxf’s (i =1,...,n) de acordo
com uma distribui¢ao gaussiana, com média no ponto xf e desvio padrao o”. Note que os valores
de qfacf sao utilizados diretamente no cdlculdo do g-gradiente na iteracao k. O desvio padrao
é inicialmente diferente de zero e tende a zero ao longo do procedimento iterativo por meio da
expressio o*t1 = 3. 0% em que B € (0,1) é o fator de reducdo. Quando o* # 0, os valores
de qf obtidos da geracao de qfxf podem ser quaisquer numeros reais e, associados aos valores
da funcao objetivo, permitem que a direcdo de busca seja tanto de subida quanto de descida.
Quando ¢* — 0, tem-se qlkxf” — xf, logo qf — 1, Vi. Quando os qf’s sao numericamente iguais
al,Vi(i=1,2,...,n), adiregdo de busca é dada pelo vetor gradiente cléssico e o método ¢-G
retorna ao método da maxima descida.

Para determinar o tamanho do passo o foi utilizada a estratégia de controle do passo por
reducdo, em que um valor inicial para o tamanho do passo (o) é reduzido a cada iteracio por
um fator de reducio 0 < § < 1, ou seja, oft!l = 3. aF. Por simplicidade, considerou-se o
mesmo fator de reducao g utilizado na redugao do desvio-padrao o, responsavel pela geracao do
parametro q. A reducao do tamanho inicial do passo a” ao longo das iteracoes permite passos
grandes no inicio do procedimento iterativo (quando a busca é global, o desvio-padrao inicial ¢°
é diferente de zero e as diregoes de busca sdo quaisquer) e passos pequenos e tendendo a zero no
final (quando a busca é local, com ¥ — 0 e as direcoes de busca sao de descida ou de maxima
descida).

Um algoritmo para método ¢-G é dado a seguir. O ponto x? é obtido de forma aleatéria e
o critério de parada pode ser dado pelo nimero de avaliagoes da funcao objetivo (NAFO) ou
pela precisao desejada. O ponto de minimo seréd o ponto x* que atingir o menor valor da funcéo
objetivo ao longo da busca.
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Algoritmo do Método ¢-G
Dados f(x) continua e diferencidvel com x € R™, um ponto inicial
xY e os parametros livres 0%, a’ e 0 < f < 1
1: Fagca k=0
2: Faga Xpelhor = x°
3: Enquanto nao atingir um critério de parada, faga
Obtenha q* segundo uma distribuicdo gaussiana com p = x* e o*
d =~V f(x)/|Vaf (xF)
xFtl = xF 4 oFd”
Se f(Xk+1) < f(xmelhor) entao Xmelhor = X
ohtl = B gk
ol = B ok
10: k=k+1
11: Retorne X,,cihor

k+1

O algoritmo do método ¢-G é de facil implementagdo e possui apenas trés parametros de
ajuste.

3 Experimentos Computacionais

O conjunto de fungoes teste utilizado para verificar a performance do método ¢-G corresponde a
trés fungoes unimodais ( Ellipsoidal, Schwefel e Rosenbrock) e trés fungoes multimodais (Ackley,
Rastrigin e Rastrigin Rotacionada) definidas em [2, 1]. Todas as fungdes sao continuas, nao-
lineares e de 20 varidveis e tém como minimo global f(x*) = 0 em x* = 0, exceto para a
Rosenbrock em que x* = 1. Além de serem utilizadas com frequéncia na area de otimizagao
continua, permitindo a comparagcao direta com outros algoritmos, esse conjunto de fungoes teste
possui caracteristicas que tornam a sua minimizacao dificil e que estdo presentes em muitos
problemas reais [1].

O método ¢-G é comparado com os Algoritmos Genéticos (AGs) G3-PCX, SPC-vSBX e
SPC-PNX. O G3-PCX, desenvolvido por [2], é uma versao de AG com codificagdo real com
bons resultados para as funcoes unimodais Ellipsoidal, Schwefel e Rosenbrock. Os resultados
do G3-PCX serviram de referéncia para os AGs com codificacao real SPC-vSBX e SPC-PNX,
desenvolvidos por [1]. Os resultados do G3-PCX para as fungoes Ackley e Rastrigin Rotacionada
foram obtidos por [1] a partir do c6digo do G3-PCX.

Os resultados do método ¢-G foram obtidos para o melhor ajuste de parametros encontrados
sobre cada funcdo teste. Os melhores valores para %, o e 3 estdo ilustrados na Tabela 1.
Os valores de 0 e a foram normalizados pelo maior comprimento linear do espaco de busca,
L= \/ Yo (Xmaz; — Xmin,)?, para os valores de Xpmaq, € Xmin, definidos [1].

Funcgoes o%/L  a%/L 6]
Ellipsoidal 0,0045 0,42 0,8600
Schwefel 0,0011 0,011 0,9970
Rosenbrock 0,0055 0,0055 0,9995
Ackley 0,075 0,045 0,9000
Rastrigin 0,46  0,0066 0,9995

Rastrigin Rotacionada 0,66 0,011  0,9990

Tabela 1: Parametros usados pelo método ¢-G para o primeiro conjunto de funcoes teste.
Foram realizadas 50 execugoes independentes do algoritmo do método ¢-G para 50 pontos
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iniciais distintos. Assim como em [2] e [1], o intervalo de inicializacao utilizado pelo método
q-G foi [—10; —5]. Os critérios de parada utilizados por todos os algoritmos foram: (i) atingir
a precisdo desejada 10720, ou seja, o procedimento iterativo termina quando o erro da funcao é
menor que a precisao desejada (f(Xmeinor) — f(x*) < 10720); ou (ii) atingir um NAFO méximo,
isto ¢, o algoritmo para se atingir 10% avaliacoes da funcao objetivo.

As Tabelas 2 e 3 ilustram uma comparagao entre os algoritmos sobre o conjunto de fungoes
teste. Cada execucao independente que atingir a precisio desejada 1072° antes de completar as
108 avaliacdes da funcdo objetivo tem o NAFO armazenado. Logo, apenas os valores de NAFO
das execugoes de sucesso sao ordenados e exibidos nas colunas “Melhor” (menor), “Mediano” e
“Pior” (maior). Se a precisiao desejada nio é atingida antes de 10° avaliacoes, entdo o melhor
valor da funcao objetivo encontrado dentre todas as execugoes independentes é informado na
coluna “f(Xmeinor)”- A coluna “Sucesso” exibe o numero de execugbes independentes que atin-
giram a precisao desejada (para as fungées unimodais) ou que alcangaram a bacia de atragao do
minimo global (para as fungdes multimodais). Os melhores valores estao em negrito.

Funcao Algoritmo  Melhor Mediano Pior f (Xmethor)  Sucesso

Ellipsoidal G3-PCX  5.826 6.800 7.728 1020 10/10
SPC-vSBX 49.084  50.952  57.479 10~20 10/10
SPC-PNX  36.360  39.360  40.905 1020 10/10
q-G 5.905 7.053 7.381 1020 50/50

Schwefel G3-PCX 13988 15.602 17.188 1020 10/10
SPC-vSBX  260.442 294.231  334.743 10~20 10/10
SPC-PNX  236.342 283.321  299.301 10720 10/10

¢-G 289.174  296.103  299.178 1020 50/50
Rosenbrock G3-PCX  16.508 21.452 25.520 10720 36/50
SPC-vSBX  10° - - 1074 48/50
SPC-PNX 108 - - 10710 38/50
q-G 106 - - 1010 50/50

Tabela 2: Desempenho comparativo, em termos no nimero de avaliacoes da funcao objetivo
(NAFO), entre o método ¢-G e os AGs G3-PCX, SPC-vSBX e SPC-PNX para as fungoes
unimodais FEllipsoidal e Schwefel, e a fungao Rosenbrock.

Na Tabela 2, para a funcao FEllipsoidal todos os algoritmos atingiram a precisdo desejada
(1072%) em todas as execucdes independentes. Porém, o método ¢-G e o G3-PCX satisfazem esse
critério de parada para os menores numeros de avaliagoes da fungao objetivo e com desempenho
similar. Para a funcao Schwefel, embora o método ¢-G alcance a precisao desejada em todas
as execugoes, o G3-PCX apresenta o melhor desempenho. Por fim, para a funcdo Rosenbrock,
conhecida por ser um exemplo de convergéncia prematura para métodos de otimizagao, o tinico
algoritmo que atinge a precisdo desejada é o G3-PCX. O método ¢-G fica apenas atras do
G3-PCX, atingindo a segunda melhor precisao (107!%) em mais execucdes independentes em
comparacao com os demais algoritmos.

Na Tabela 3, para a funcdo Ackley a precisao desejada é 10~ para o método ¢-G e 10710
para os demais algoritmos!. Todos os algoritmos, exceto o G3-PCX, atingiram a bacia de atracao
do minimo global e a precisao desejada de acordo com seus limites computacionais. No entanto,
o método ¢-G satisfaz essa condigdo com o menor nimero de avaliagoes da funcao objetivo.
Para a funcao Rastrigin, novamente o G3-PCX e agora o SPC-PNX nao alcancaram a bacia de

LA funcdo Ackley avaliada em x* = 0 com precisdo dupla néo é zero. Para o compilador utilizado neste
trabalho, tem-se f(x*) = —0.444089209850062E — 15.
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Funcéao Algoritmo Melhor  Mediano Pior f(Xmethor) Sucesso
Ackley G3-PCX 106 - - 3.959 0
SPC-vSBX  57.463  63.899  65.902 10710 10/10
SPC-PNX  45.736  48.095 49.392 10-10 10/10
q-G 11.850 12.465 13.039 10713 50/50
Rastrigin G3-PCX 106 - - 15.936 0
SPC-vSBX  260.685 306.819  418.482 10720 6/10
SPC-PNX 106 - - 4.975 0
q-G 676.050 692.450 705.037 102 48/50
G3-PCX 106 - - 309, 429 0
Rastrigin SPC-vSBX 106 - - 8,955 0
Rotacionada SPC-PNX 106 - - 3,980 0
-G 541.857 545.957 549.114 1020 20/50

Tabela 3: Desempenho comparativo, em termos no numero de avaliagbes da funcao objetivo
(NAFO), entre o método ¢-G e os AGs G3-PCX, SPC-vSBX e SPC-PNX para as fungoes
multimodais Ackley, Rastrigin e Rastrigin Rotacionada.

atracao do minimo global em nenhuma execucao. O método ¢-G alcancou a bacia de atracao
do minimo global em 96% das execucoes. Finalmente, para a funcao Rastrigin Rotacionada o
método ¢-G foi o tnico a atingir a bacia de atracdo do minimo global, e fez isso em 40% das
execucoes.

Comparando os resultados para as fung¢oes unimodais ou quase unimodais (FEllipsoidal,
Schwefel e Rosenbrock) o escore é favordvel ao G3-PCX, com duas vitérias e um empate. Se o
algoritmo G3-PCX néao estivesse na competicao, o método ¢-G seria o vencedor no caso unimodal
com duas vitérias (fungdes Ellipsoidal e Rosenbrock) e um empate (com os métodos SPC-vSBX
e SPC-PNX para a func¢ao Schwefel). Ja para as fun¢oes multimodais (Ackley, Rastrigin e Ras-
trigin Rotacionada) o G3-PCX é claramente inferior. Para essas fungoes, o escore é favoravel
para o método ¢-G com duas vitérias (fungdes Ackley e Rastrigin Rotacionada).

4 Conclusoes

Este trabalho apresenta uma generalizacao do método da maxima descida, denominada método
¢-G. No método ¢-G a direcao de busca é dada pela direcao contraria a dire¢do do vetor g¢-
gradiente. A estratégia utilizada para calcular o parametro q, e consequentemente, o vetor
g-gradiente, admite que a direcao de busca possa ser tanto de descida quanto de subida, carac-
teristica que permite ao método escapar de minimos locais.

O método ¢-G foi comparado com trés algoritmos genéticos G3-PCX, SPC-vSBX e SPC-
PNX para um conjunto de seis fungoes teste. Os resultados obtidos mostram que o método
q-G é competitivo em relagao aos trés algoritmos genéticos, sobretudo para as funcgoes teste
multimodais.
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