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Resumo: O g-cdlculo surgiu da generalizacdo de séries, fungdes, numeros especiais, entre ou-
tros, por meio de um parametro multiplicativo q e tal que, mo limite ¢ — 1, retomam suas
respectivas versoes cldssicas. Com base nos trabalhos de Euler e Heine, o reverendo inglés Frank
Hilton Jackson desenvolveu, no inicio do século XX, o q-cdlculo de forma sistemdtica com des-
taque para a reintroducao do conceito de g-derivada, que passou a ser mais conhecida como
deriwada de Jackson, e a criagdo da g-integral. Nas ultimas décadas, o q-cdlculo tem conec-
tado matemdticos e fisicos em aplicagoes de mecanica estatistica, teoria dos numeros e andlise
combinatoria. Este trabalho mostra como o conceito de q-derivada pode ser usado na drea de oti-
mizacao continua por meio do vetor q-gradiente, uma generalizacao do vetor gradiente cldssico
no contexto do q-cdlculo.
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1 Introducao

Generalizagoes no contexto do g-cdlculo remontam aos trabalhos de Fermat, Euler, Heine e
Gauss, mas foi no inicio do século XX que o reverendo inglés Frank Hilton Jackson contri-
buiu para o desenvolvimento do g-cdlculo de forma sistematica (veja [1]). Dentre uma série de
generalizagoes de fungoes, séries e ntimeros especiais, F. H. Jackson reintroduziu o operador
g-derivadal, amplamente conhecido como derivada de Jackson, e criou o conceito de ¢-integral
definida (veja [2, 3, 4, 5]).

Seja f(x) uma funcdo diferencidvel de uma tnica varidvel. A derivada cldssica de f em

relagdo a x é dada por
df(x) _ .. fl@+h)— f(z)

ar h ’ (1)

1O operador g-derivada também é conhecido como operador g-diferenca, derivada de Jackson ou, simplesmente,
g-derivada.
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em que h é um infinitésimo. Substituindo x + h por gz (¢ é um numero real diferente de 1) na
ultima equagao e desconsiderando o limite, tem-se a definicdo da ¢-derivada dada por

qu(l‘) _ f(qx) — f(x)7 (2)

qr — x
para x # 0 e ¢ # 1. No limite ¢ — 1, a ¢g-derivada retorna a derivada cldssica, ou seja,

dr) . fan) - S

dx =1l  qr—=x

(3)

Enquanto a derivada cldssica avalia o quanto uma dada funcdo f(z) é sensivel a pequenas
translagoes em sua varidavel independente, a g-derivada é baseada em deformacgdes na variavel
independente, ou seja, em vez da variavel independente x ser transladada por uma quantidade
h, ela ¢é dilatada ou contraida por uma quantidade q.

2 ¢g-gradiente

Para funcoes diferencidveis de n variaveis, f(x), se a derivada parcial cldssica de primeira ordem
com respeito a uma variavel x; é dada por

Gf(x) 1 f($17"'axi+ha"'azn)_f($17"'7xi7"'7xn)
Oz, = lim 3 , (4)

h—0

entao a g-derivada parcial de primeira ordem com respeito a x; é

Tlyeees @iy Tn) — f(T1, -0, Ty oy
in,xif(x) _ f( 1 qi T n) f( 1 i n) (5)
qiTi — T
Quando z; =0 ou g; =1, Vi = 1,2,...,n, a g-derivada parcial de primeira ordem é dada pela

derivada parcial classica de primeira ordem

D) = 22 ()

Logo, a g-derivada parcial de primeira ordem de f com respeito a variavel z; pode ser natural-
mente definida como

flxy, o, iy oy ) — fx1, 0y x4, ...,:vn)7 5406 q 41

Dy, f(x) = Gt - (M
_8f(x) ri=0ougqg =1

8:1:Z- ’

Finalmente, se o gradiente classico de uma funcao objetivo de n variaveis f(x) é o vetor das
n derivadas parciais de primeira ordem de f

T_[ofx)  Of(x)  9f(x)

VI = T T | (8)

entdo o g-gradiente é o vetor nas n g-derivadas parciais de primeira ordem de f dado por (veja

[6])

T

vqf(x) = [Dql,l‘lf(x) e in,l‘if(x) et DlIn,.Tnf(X)] ’ (9)

em que o parametro ¢ é um vetor de n posigoes, ou seja, ¢ = (q1,.--,G,---,qn). Quando
q; — 1, Vi, o vetor g-gradiente retorna ao vetor gradiente classico, isto é,

qu<x)‘q:]_ = Vf(x). (10)
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A Figura 1 ilustra uma interpretagao geométrica do vetor gradiente cldssico e do vetor g¢-
gradiente para a funcdo f : R — R, f(z) = 2 — (6_$2 + 26_(75_3)2). Para fungbes de uma
Unica varidvel, a interpretagdo geométrica do vetor gradiente em um ponto = é simplesmente a
interpretagao da derivada em z. Logo, o médulo do vetor gradiente em x é dado pelo coeficiente
angular da reta tangente a curva de f nesse ponto e a direcao de maximo crescimento serd a
direita de x, se o coeficiente angular for positivo, ou a esquerda, se for negativo. Analogamente,
o vetor g-gradiente é dado pela reta secante & curva de f que passa pelos pontos (z, f(x)) e
(g, f(gx)). Se o coeficiente angular da reta secante for positivo (negativo), entao a direcao de
maximo crescimento dada pelo vetor g-gradiente serd & direita (esquerda).

2,51
—-V f(x)
—00<gq, <05
2F 1.0< q,< 1.5
15<q,<20
L5 ERUCRI) —a,=2

f(x)

£a,%) /

051 \
[ L |

Figura 1: Interpretacido geométrica do g-gradiente para uma funcao de uma tinica varidvel e diferentes
valores do parametro q.

O vetor gradiente classico (neste caso a derivada) de f em z = 1 é dado pela semi-reta
em vermelho (Figura 1) que tem coeficiente angular positivo. Se considerarmos a minimizagao
dessa funcao a partir de uma estratégia de resolugao baseada na direcao de gradiente como, por
exemplo, o método da maxima descida, entao a direcao de busca contraria a direcao do gradiente
classico é a esquerda de z, direcdo do minimo local dessa funcao. O vetor g-gradiente, por sua
vez, pode ser dado pelas demais semi-retas que passam por (z, f(z)) e (¢iz, f(g:x)) (i = 1,2,3,4).
Note que o coeficiente angular de cada semi-reta pode ser positivo ou negativo dependendo do
parametro ¢; utilizado. Para q4 = 2, por exemplo, o coeficiente angular da g-derivada é negativo
em z = 1 (semi-reta em magenta) e a diregao contréria & diregao do g-gradiente é a direita de z,
ou seja, a direcao do minimo global dessa fungao. Note que existem valores de ¢; para os quais
o coeficiente angular do ¢g-gradiente ou é nulo ou é positivo.

A Figura 2 ilustra a direcao contraria a direcao do vetor gradiente classico, direcdo de méxima
descida (reta em vermelho), e a diregao contréria a direcao do vetor g-gradiente para diferentes
valores do parametro q (semi-retas em preto), juntamente com as curvas de nivel de uma fungao
bidimensional (n = 2) f : R" — R dada por?

n

F0) =Y (xi— ) (11)

i=1

com o = (10,10) e x = (12,12). Para tragar as semi-retas numeradas de 1 a 12 na Figura
2, foram tomados q simétricos em relacao a 1 e, respectivamente, iguais a (0.5,1.5), (0.6,1.4),
(0.7,1.3), (0.8,1.2), (0.9,1.1), (0.95,1.05), (0.96,1.04), (0.97,1.03), (0.98,1.02), (0.99,1.01) e

(0.999,1.001). J& para a semi-reta 12 tem-se q = (—10,—3). A medida que os valores de
q = (q1,92) se aproximam de 1, pela esquerda para a coordenada ¢; e pela direita para a

?Essa fungao nada mais é que a func¢io quadrdtica f(x) = A z2 deslocada e com minimo global em o.
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coordenada 9, a diregdo contraria a direcao do vetor ¢-gradiente se aproxima da diregao de
maxima descida, como mostram as semi-retas de 1 a 11. Note que a semi-reta 11 e a semi-reta
determinada pelo gradiente classico (reta vermelha) sao praticamente coincidentes. Finalmente,
a semi-reta 12 mostra que a direcao contréria a direcao do g-gradiente pode ser uma direcao de
subida.

Figura 2: Diregoes contrérias as diregoes do gradiente cldssico (vermelho) e do g-gradiente (preto) para
diferentes valores do parametro q.

Para funcoes unimodais cujas curvas de nivel formam elipséides alongados, o uso de uma
direcao de busca que é de descida, mas nao exatamente de maxima descida, pode reduzir o
movimento de ziguezague durante a busca pelo minimo global e acelerar a convergéncia do
método. Para fungoes multimodais, diregoes de busca que nao sao de descida podem permitir
que um algoritmo escape de minimos locais e possivelmente caminhe na direcao do minimo
global da funcao. E facil observar que o parametro q é um parametro chave para métodos
baseados em g-gradiente. Quando q é diferente e ndo muito préximo de 1, a direcao de busca
dada pela direcao contraria a direcao do vetor ¢-gradiente pode ser tanto de descida quanto
de subida, e métodos baseados nessa direcao podem explorar o espaco de busca e escapar de
minimos locais, uma vez que é possivel caminhar em direcoes de subida. Ja quando q tende
a 1, a direcao de busca dada pelo vetor g-gradiente tende a direcao de maxima descida, e os
métodos baseados em ¢-gradiente retomam suas respectivas versoes classicas e realizam buscas
locais. Um método baseado em ¢-gradiente pode ser mais estocdstico ou mais deterministico,
dependendo dos valores do parametro q utilizados ao longo do procedimento iterativo.

Esses exemplos simples mostram que o uso do vetor g-gradiente como direcao de busca
em métodos de otimizagao oferece mecanismos para escapar de minimos locais. Além disso,
a transicao entre busca global e busca local pode ser controlada pelo parametro q, desde que
estratégias adequadas para a sua obtencao e a determinacao do tamanho do passo sejam incor-
poradas ao algoritmo de otimizacao.

3 Algoritmo geral para métodos baseados em ¢-gradiente

Uma estratégia geral para a resolucao de métodos de otimizacao irrestrita é dada pelo procedi-
mento iterativo x*1 = x* + aFd*, em que x¥ € R", d¥ € R” é a direcio de busca e a* € R é o
tamanho do passo (distancia percorrida ao longo da diregao de busca d¥ na iteracdo k). Observe
que uma sequéncia de pontos {x*} é gerada a partir de um ponto inicial x°,

E intuitivo pensar na direcao de busca em um método de otimizagao como a direcao contraria

a direcao do vetor gradiente da funcao objetivo no ponto em que se estd na busca, pois o vetor
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gradiente fornece a dire¢do de maximo crescimento da fungao e, consequentemente, sua diregao
contraria fornece a direcdo de maximo decrescimento. Logo, para os métodos de otimizacao
baseados no conceito de g-gradiente, deve-se substituir o vetor gradiente da fungao objetivo pelo
vetor g-gradiente e utilizar a sua direcao contraria na determinacao da direcao de busca.

Um algoritmo geral para métodos baseados em ¢-gradiente para funcgoes diferencidveis f :
R" — R é apresentado a seguir. O ponto inicial x° € R™ pode ser obtido por meio de sorteio
uniforme no espaco de busca. O algoritmo retorna X,,einor € R™ como o menor valor de f ao
longo do procedimento iterativo, isto é, f(Xmetnor) < f(x*), VE.

Algoritmo (geral) para métodos baseados em ¢-gradiente

Dados f(x) continua e diferencidvel com x € R” e um ponto inicial x"

1: Faca k=0

2: Faga Xelhor = x"

3: Enquanto nao atingir um critério de parada, faga

Obtenha o parametro q”

Obtenha a direcdo de busca d* com base no vetor g-gradiente (- Vqf(x"))
Obtenha o tamanho do passo o

xFH1 = xk 4 okgk

Se f(xk+1) < f(xmelhor) entao Xmelhor = X
9: k=k+1

10: Retorne X,,¢ih0r

k+1

Regras para satisfazer o passo 3 do algoritmo podem se basear no nimero maximo de ava-
liacoes da funcao objetivo, distancia entre o ponto atual da busca e o ponto anterior, diferenca
entre o valor da func¢éo objetivo no ponto atual da busca e no minimo global (veja [7]) ou, ainda,
pode-se utilizar como critério de parada a expressao ||Vqf(x*)|| < ¢, para € > 0 pequeno, desde
que ¢ — 1 e o vetor g-gradiente tenha convergido para o vetor gradiente classico pois, como visto
na Figura 1, existem valores para o parametro q* e o ponto x* em que o g-gradiente é nulo,
k¥ nao represente necessariamente um ponto estaciondrio da funcdo objetivo. Logo,
quando ¢ — 1, métodos baseados em g-gradiente retomam suas versoes cldssicas e a condicao
necessaria de otimalidade de primeira ordem pode ser aplicada.

O uso do g-gradiente na determinacao da direcao de busca requer o calculo dos parametros
¢ (i=1,2,...,n). Uma estratégia simples consiste na geragao de nimeros aleatérios segundo
uma distribuigdo de probabilidade que pode ser uniforme, log-normal ou gaussiana (veja [6]).
Parametros ¢; quaisquer tém uma maior probabilidade de gerarem uma direcao busca, baseada
no vetor g-gradiente, tanto de descida quanto de subida, enquanto ¢; préoximos de 1 tendem a
gerar uma direcao de busca préxima ou igual & direcdo de maxima descida. Como o objetivo é
realizar uma transigao entre busca global e busca local, as estratégias propostas em [6] utilizam
uma distribuicao de probabilidade com desvio padrao ¢ varidvel, ou seja, inicialmente grande
e que tende a zero ao longo do procedimento iterativo por meio da expressao oft! = Bo*,
em que 0 < f < 1 é o fator de redugdo. Dessa forma, a influéncia do desvio padrao sobre o
comportamento de métodos baseados em ¢-gradiente é similar & da temperatura no Recozimento
Simulado, ou seja, valores altos de ¢ implicam em uma maior probabilidade de geracao de
direcoes de busca de subida e, consequentemente, uma maior exploracao do espago de busca,
enquanto valores baixos de ¢ implicam em direcoes de descida e uma intensificacao da busca.

Uma vez definida a diregao, é preciso saber o quanto caminhar nela. Em [6] também sao
descritas estratégias para obtencao do tamanho do passo «, dentre elas a busca linear via secao
aurea e a de um passo que é reduzido sistematicamente ao longo do procedimento iterativo. Sao
as estratégias de obtencao do parametro g e do tamanho do passo que, combinadas, completam
o algoritmo para métodos de otimizacao baseados em g¢-gradiente.

embora x
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4 Comportamento de métodos baseados em ¢-gradiente

Com o objetivo de ilustrar o comportamento de métodos baseados em ¢-gradiente, considere a
funcao unimodal Rosenbrock e a multimodal Rastrigin para o caso bidimensional e com minimo
global, respectivamente, localizado em x = (1,1) e x = (0,0). A Figura 3 ilustra o com-
portamento do método da méaxima descida (trajetéria em azul) e de um método baseado em
g-gradiente (trajetéria em vermelho) em que a diregao de busca é a dire¢ao contréria & diregao
do vetor g-gradiente para ¢; gerados segundo uma distribuicao de probabilidade log-normal com
desvio padrao varidvel e tamanho do passo obtido via segao durea (veja [8]).

Figura 3: Trajetérias do método da maxima descida (azul) e de método baseado em g-gradiente (ver-
melho) para a fun¢ao unimodal Rosenbrock (esquerda) e a funcdo multimodal Rastrigin (direita). Em
verde tem-se os pontos iniciais das buscas e em preto os pontos de minimo de cada fungao.

A funcao Rosenbrock é conhecida por possuir o ponto de minimo localizado em um vale
longo, estreito e parabdlico aplanado, o que dificulta a convergéncia dos metédos de otimizacao,
sobretudo métodos baseados em gradiente cldssico. Note, na Figura 1 (esquerda), que, enquanto
o método da méxima descida apresenta uma trajetoria em ziguezague (azul), o método baseado
em g-gradiente (vermelho) é capaz de se mover em dire¢oes que nao sao de maxima descida e se
aproxima do minimo dessa funcao em um nimero menor de iteracgoes.

A funcao Rastrigin é multimodal e possui um envoltério parabdlico com multiplos minimos
locais. Como esperado, o método da maxima descida converge para o minimo local mais préximo
do ponto inicial da busca. J4 o método baseado em g-gradiente explora dois minimos locais antes
de atingir o minimo global desta funcao.

5 Consideragoes Finais

Este trabalho mostra como o g-gradiente, uma generalizagao do vetor gradiente classico, apre-
senta potencial de aplicacdo na resolucao de problemas de otimizacao global continua. A com-
binacao dessa nova dire¢ao de busca com estratégias adequadas para a obtengao do parametro
q e do tamanho do passo mostram que métodos baseados em g-gradiente realizam uma busca
global no inicio do procedimento iterativo e uma busca local no final, com a presenca de mecanis-
mos que permitem que esses métodos escapem de minimos locais e caminhem, a cada iteracao,
na direcao do minimo global.

Trabalhos em andamento incluem o método do g-gradiente ou, simplesmente, método ¢-G,
uma generalizacao do método da maxima descida em que a direcao de busca é a direcao contraria
a direcao do vetor g-gradiente e, também, o método do g-gradiente conjugado, ou método g¢-
GC, uma generalizacdo do método dos gradientes conjugados em que a direcao de busca é
uma combinacao linear de dire¢Ges contrarias as diregoes de g-gradiente. KEssas g-versoes vém
sendo sistematicamente comparadas com outros algoritmos em problemas multidimensionais e
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multimodais com bons resultados. Ambas as versoes se baseiam no algoritmo geral apresentado
neste trabalho.
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