O problema da determinacao da atitude através da observacéao de dois
vetores — uma descricéo do algoritmo TRIAD e sua matriz de covariancia

The attitude determination problem from two reference vectors- a
description of the triad algorithm and its attitude covariance matrix
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Resumo

Neste artigo € apresentada a descri¢do do algoritmo TRIAD para a determinac¢éo da atitude tridimensional
de um corpo, por meio da observacao de dois vetores. Esse algoritmo, apesar de ndo constituir a solugcéo
Otima para o problema, pode ser implementado eficientemente em computadoleEsnE apresentada

a matriz cartesiana de covariancia da atitude para o algoritmo. Os pormenores do célculo desta matriz sdo
esmiucados, resultando em uma equacéo analitica simples em func¢éo dos conjuntos de medidas tomados
de triades de dois diferentes sensores no sistema de coordenadas do corpo. As solu¢fes apresentadas
podem ser utilizadas para implementar sistemas de determinacao da atitude altamente integrados, usando
sensores inerciais e sensores de referéncia com tecnologia de micro-fabricacdo (Micro-Electro-Mechanical
Systems - MEMS) e microcontroladores de baixo custo.
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Abstract

This article presents a description of the TRIAD algorithm, which utilizes two vector observations for
determining a body three-dimensional attitude. This algorithm describes a deterministic form to calculate
the attitude and it does not constitute the optimal solution for the problem, but can be implemented
efficiently on computers. The Cartesian covariance matrix for this algorithm is also presented. This matrix
calculation are addressed in details, resulting in a simple analytical formula based on two different
sensor sets measurements in the body frame. The solutions presented are suited to implement highly
integrated attitude determination systems that employ MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems)
technology sensors and low cost microcontrollers.
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Introducéo As expres8es obtidas para atitude e para matriz
de covariancia sdo extremamente importantes, pois
Este artigo é dedicado aos iniciantes no problemabilizaram sua implementagdo em computadores
da determinagdo de atitude e foi concebido conu bordo digitais antigos, os quais n&o eram capazes
uma referéncia para aqueles que desejam iniciardserealizar grandes quantidades de calculos em tempo
no estudo do referido problema. Seu objetivo @al. Outras formas de implementacdo da matriz de
aproximar a teoria de alto nivel e a dlgebra usualmeg@variancia, anteriores a este resultado, eram
apresentada pelos artigos desta area e dos textogplicadas, pois envolviam o célculo de derivadas
basicos que ndo descem a pormenores importarf@sciais, e também, a multiplicagdo e a soma de
para a compreenséo do algoritmo. matrizes. Sendo assim, ndo era possivel implementar
O direcionamento principal deste texto foca @ém tempo real aplicagées que necessitassem de
problema basico da determinacdo da atitude de @alculos freqlientes da matriz de covariancia.
corpo baseando-se em medidas feitas por triades deAs solucGes descritas neste artigo foram
sensores que medem vetores de referéncia no sistéplementadas e tornaram possiveis missdes
de coordenadas atual, também referido por sisteggpaciais durante a década de 70 e 80 (SHUSTER,
de observacdo.ambém se busca determinar 001). Hoje em dia, o desenvolvimento dos sensores
estatistica do erro da atitude, ou seja, a matriz N EEMS e o aumento da capacidadee
covariancia cartesiana da atitude, ja que as medidd®cessamento dos microcontroladores e
dos sensores séo corrompidas por ruido. A matriz eocessadores digitais de sinais tém permitido a
covariancia é de grande importancia para inferirefiacdo de aplicacdes pessoais baseadas na
precisdo da medida e também é empregada em filtfgterminacéo de atitude de pequenos objetos
adaptativos, como no algoritmo da Filtragem d®OUMAN, 1999).0Os sistemas para a determinagao
Kalman (GEBRE-EGZIABHER; HXWARD:; de atitude tém suas aplicacbes em diversas areas:
POWELL, 2004). robética, monitoracdo do desempenho de atletas,
Este texto revisa parte dos resultados de Shusggonomia, dispositivos de apontamento para
e Oh (SHUSTER; OH, 1981), no qual sadleficientes fisicos, dispositivos de interface para jogos
elegantemente apresentadas duas solucdes paf4l e manipulagéo remota, dispositivos de seguranca,
determinac&o da atitude tridimensional de um cor@plicacdes espaciais, veiculos autdnomos néo
baseada na observacdo de vetores. Estas soludfyglados (Unmanned Autonomoushicles — UX/)
sdo conhecidas como os algoritmos TRIAD & hano-satélites, entre outras.
QUEST Os autores descrevem primeiramente o AS solucdes apresentadas s&o muito apropriadas
TRIAD, um método simples, mas ndo 6timo, parBara essas novas aplicacoes, devido a sua
determinacao da atitude baseado em somente geirgplicidade e ao seu baixo custo computacional, pois
vetores, e em seguida, descrevem o QUEST Uff0 Permite sua implementacdo nos

método 6timo que faz uso de dois ou mais vetores gcrocontroladores atuais.
referéncia. As aplicacbes descritas inspiraram uma revisao

Este artigo concentra-se na descrigdo dpinuciosa do algoritmo TRIAD e de sua matriz de
algoritmo TRIAD. S&o apresentados com minuciggovariancia como fungao de dois vetores de observagao
todos os calculos, envolvendo algebra tensorial e A atitude de um objeto € a orientacéo que ele
estatistica, utilizados na obtenc&o de uma expres&R§esenta em relacdo ao sistema de coordenadas de
analitica simples para a matriz de covariancigféréncia, o qual pode estar no centro etaal em
cartesiana da atitude como fungéo dos vetores #8a constelacéo ou no canto da sala. Como exemplo,

referéncia observados no sistema de coordena@aglitide de um navio baseada em um referencial
atual e de suas variancias. fixo na superficie d Terra pode ser descrita, de
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maneira simples, por seu apontamento relativo aproximado para a matriz A de maneira
norte magnético. A atitude de um corpo é umdeterministica, embora nao 6tima, mas com um custo
guantidade relacionada com sua informagammputacional relativamente baixo. Quandon>2, 0
rotacional. A atitude pode ser definida como uriRIAD torna-se ineficiente, porque existem,C
operador matematico rotacional, uma matriz ou usolugbes, e nenhuma delas é étima. Além disso, a
guatérnioh (KUIPERS, 2002). matriz de covariancia ficaria demasiadamente

Encontrar a atitude é muitas vezes a tarefa demplicada.
calcular a matriz de rotagdo que permite realizar a Shuster e Oh propuseram o algoritmo QUEST
transformacéao de coordenadas de um vetor arbitracemo uma solucao 6tima para determinar a atitude
entre dois sistemas de referéncia, um inercial e outfaando existem dois ou mais vetores fonte
fixo no corpo, com base nas coordenadas de BHUSTER; OH, 1981). Este algoritmo implementa
conjunto de vetores, conhecidas em ambos de modo eficiente a solugdo formulada por
sistemas. Em principio, € possivel definir uma matrzavenport (denominada “método q") (WER
de atitudeap que satisfaca 1978) para o problema de minimizacdo da fungéo

perda proposta por akiba (WVAHBA, 1966),
AV =W, (=1..n), 1)
: : 1 2

L(A) = E Z a |Wi —Av, | (2)
onde V,,..,V, € um conjunto de vetores unitérios
medidos no sistema de coordenadas inerci@nde é desejavel encontrar uma matiz, que
denominados vetores de referéncia. As coordenadamimiza L(A) coma,i =1, 2, ..., nsendo um
dos vetores de referéncia sao a proje¢éo de grandezagunto de pesos ndo negativos.
vetoriais nos eixos do sistema de referéncia inercial. Além da otimizagdo da determinacdo da atitude
Por exemplo, a direcdo do campo magnético terresprara n referéncias, o algoritmo QUEST mantém
e a direcdo da gravidade e a direcdo do sol podeantagens computacionais similares aos algoritmos
ser utilizados como grandezas vetoriais de referéndaterministicos. Adicionalmente, e possivelmente
ou vetores fonte. mais importante ainda, esse algoritmo fornece uma

Os vetoresw,,..,w, sdo também vetoressimples expresséo analitica para o calculo da matriz
unitarios, cujas coordenadas sédo dadas pela projed@&covariancia, baseada num modelo de erros
de cada vetor fonte nos eixos do no sistema demplificado para os vetores de referéncia e de
coordenadas do corpo. Esses vetores, por sua w@zservagao.
sdo ditos vetores de observacao.

Na prética, tanto as medidas dos vetores no
sistema de coordenadas do corpo quanto as s@A#lgoritmo TRIAD
medidas no sistema de coordenadas inercial sao
corrompidas por ruido e, portanto, a Equagéo 1 pode Dados dois vetores unitarios de referéngiee
ndo ter solucdo exata nem mesmo quando houvierambos projecdes dos vetores fonte no sistema de
apenas duas referéncias vetoriais (n = 2). Parac@ordenadas inercial e 0s seus respectivos vetores
caso particular em que n = 2, o algoritmo TRIAnitarios de observacaw , W, que sdo as projecdes
oferece uma opgao simples para encontrar um vattos vetores fonte no sistema de coordenadas do corpo,

4 Em portugués ndo ha “quatérnio” no dicionario. Em inglés usa-se quaternion, embora também ndo se encontre esse termo no
dicionario de inglés também. O significado basico do termo é conjunto de quatro coisas. Para trés coisas, usa-se o substantivo”.
Para quatro coisas usa-se a sofrivel “quaternidade”, e “quaterno” o adjetivo correspondente. Desse modo, ao invés de optar pelo
neologismo de “quatérnio”, usar-se-a “quatérnion” mesmo, até por ser esse 0 modo como € tradicionalmente utilizado no INPE.
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€ desejavel encontrar uma matriz ortogogatjue Da mesma forma, a matriz de observagao pode
satisfaca, ainda que de modo aproximado, as seguirgesconstruida pds :
equacdes: M =[5:5,18] (8)

Av, =w, Av,=w, 3) Note-se qué, e 5 sdo matrizes de dimenséo 3x1.

Agora, a Equacao (6) pode ser reescrita de modo
Para encontran inicialmente constroem-se doisa associar a matriz de atitude as matrikes, e
conjuntos de trés vetores ortogonais unitarios au , como:
triades, um baseado nos vetores de referéncia e outro

baseado nos vetores de observagéo, a saber: AM =M . 9)
. - _(1,x7,) o (Wx(9x0,)) Ora, as matrizeM ,, e M, satisfazem as
r=v, M,="=—= M= 7 . L~
[0, %7, [9,x0,]  (4) seguintes condicBes:
e =\ : = (Wlwa) o — (Wlx(wleZ)) [EIA AETQ’S Ag\g:l D‘ O qj
§ =W, SZ_|‘7V W) %-W (5) MT DT" gy A 0_ 1 _
1 2 1 2 obJ\/I bs— G P2 S32 35g]
Hs $s ¥ B 0 15

H& somente uma matrig que rodaf, paras , e L
[fl 1 r} 1 r Ig 1[| D

o

. . 00

ou seja, que satisfaz a: afh
MrefM ﬁlT'zrfzrzr I’; 2D_% 1 09:
Af =8 i=1,2: (6) Hifs I reH B 0 15

A Figura 1 mostra a rotagdo representada pela
Equagéo (6). Os vetorésda referéncia sdo rodados Entdo, as matrize®! ,. e M, podem ser ditas
para a posicdo dos vetoré&s no sistema de ortogonais. Portanto,
coordenadas de observacao.

Dados os vetoreg, € possivel agrupa-los para M s =M G Ml =M G (10)
construir uma matriz de referéncia:

=[FL 17,07 (7)

mRE

]
.:’)
[ ]

r.
2 s,

Figura 1. Representacao gréafica da rotacdo dada por matriz de atitude. A matiia o sistema de coordenadas de
referéncia para o sistema de coordenadas de observacao.
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Entdo, € possivel isolar a matriz de atitude Assim, o sistema esta pronto para rodar e a partir
multiplicando ambos os lados da Equagéo (9) pdos valores medidos dos sensores no sistema de
M, entdoAM M =M M .. coordenadas do corpo, podem ser construidos os

Dessa forma, a matriz de atitude sera dada poretores de observacad, . Fazendo uso das

Equacdes (4) e (5), os vetorése S podem ser
A=M_ M7, @ montados e, em seguida, as matrixeg, e M
podem ser construidas como mostrado em (7) e (8),
A Equacdo (1) representa a solugdo do algoritmoespectivamente. Fazendo a transposta da matriz de
TRIAD para a atitude. Outra forma para expressa-laréferéncia e fazendo a multiplicacéo da EquacBo (1
5 tem-se a matriz de atitude. Os valoreswjes&o
A= Zéi A (12) adquiridos freqiientemente dos sensores e o sistema
: deve ser capaz de calcular as matrizes de atitude em

Um condicao necesséaria e suficiente parauma freqiiéncia suficientemente alta para descrever

matriz de atitude assim obtida satisfazer de modorretamente eventuais movimentos de rotacdo ao

exato a Equacéao (3) é: longo do tempo.

VeV, =W, W, (13)
A Matriz de Covariancia do TRIAD
Neste caso, como consequéncia, a seguinte

relacdo se satisfaz: A Matriz de covariancia do TRIAD & muito
importante e pode ser utilizada para descrever
[V, %0, | = W, x W, (14) estatisticamente o erro de atitude em um sistema

dindmico. Neste artigo, o objetivo é descreder

E interessante notamas equacoes (4) e (5), qudorma simples e analitica, a matriz de covariancia
0s vetoresr, e §, ndo s&o obtidos por célculoscartesiana da atitude, a qual, depende somente das
simétricos. Isso acontece porque os vetore® medidas dos valoreg e w,. Esta matriz é muito
W, sdo usados duas vezes, enquanto os vefgresitil em um sistema que use um Filtro de Kalman
e W, sdo utilizados apenas uma vez durante §sEFFERTS; MARKLEY; SHUSTER, 1982) ou na
calculos def, e §,. Devido a essa assimetria, devefusdo dados dos sensores de referéncia e dados de
se escolher a referéncia mais precisa para $énsores giroscopicos, por exemplo (GEBRE-
variaveisv, e w, . EGZIABHER; HAYWARD; POWELL, 2004). A

Como exemplo para o uso deste algoritmgimplicidade do algoritmo TRIAD, tanto para
considere-se um sistema simples para a determinagéerminacao, quanto para a analise de erros, torna
da atitude, que utiliza o algoritmo TRIAD e possup sistema implementavel em sistemas embarcados

duas triades de sensores que adquirem informac@egais, considerados de baixo poder de
de dois vetores fonte diferentes. Os vetoies processamento.

podem ser calculados inicialmente por meio da leitura O vetor erro dos angulos é dado por:

dos sensores em uma posicao pré determinada. Esta

posicdo determina o sistema de coordenadas de 50 = (86,,06,,30,)' (15)
referéncia. Os valores médios e normalizados destas

leituras constituem os vetorés, tal como em um  gje & definido como o conjunto de angulos que
processo de calibragéo. Esses valores de calibragggs a matriz exata da atitude para matriz de atitude
sdo empregados para calcular a atitude durante t9gaqiga. Entéo, para pequenos angulos, tem-se:

a utilizacdo do sistema
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Abrindoa multiplicacéo da Equagéo (22), obtém-

01 86, -06,0 ce:

A=(-Q@0)(A)=F3d0, 1 3 JA) (16)
Ho6, -06, 1 B 00 -6, 86,00 -0, 9,0

O M O

L , .. P= 0. 0 -00, /— 00 0 -d8
onde o valor entre colchetes indica o valor médioe \ U _° t1=Ts 0
Ho6, o6, 0 FFo6, o6, Of

Q(0) € um operador definido como:

00 80, -36,C
-Q(a0)=300, O 3,
Ho9, -06, O E

resultando em
(17)

B0 + 00 0000, 000,
D-s0,00, 062+802 -06,0, -
0-06,00, -00,00, 807 +06

A matriz de covariancia Cartesiana da atitude S
definida como: (23)
P, =(5606" ) (18)
Observando as Equacdes (19) e (23), verifica-se
A substituicio do vetor de erros definido peldma relagéo entre os tracos de suas matrizes. Essa
Equag&o (15) na (18), resulta em: relacdo assim de define:

50,00, 062 00,06,
p6,06, 3600, 00

56, 0
=( o, a6, o6, 6]

0862 05006, 8000, tr (P) = 2<50T50> = Ztr(POU) (24)
g & e
6.8

Agora, expandindge em sua forma matricial,

Para implementac&o computacional eficiente, 'gSulta em:
conveniente examinar a matriz de covariancia

_ T
definida como, P =({0Q(30)Q(30) >
P =(30"501-5050")
P=(5ASA") 200 ©F 59:59>I ~(s056")
onde P=(50760)1-P,

SA=A-(A) 1) Considerando a relacdo dada pela Equacéo (24)
gue fornece o valor d@ﬂdeﬂ em funcédo dep e
Considerando a Equacéo (16) que define o ergg o+ € possivel estabelecer as seguintes relagdes

incluso dentro de, e a matriz de covariancia Cartesian§ 'SP © P
da atitude definida pela Equacao (18), tem-se

P=tr(Ry)l =Py (25)
o 6A6AT> P —1tr(P)I P 26
T = —
P=(((1-Q(30))(A)-(A))((1-Q(50)) (A)~(A)) > W= (26)
P= Q50 AN{(A)-Q(60 AT
p= <Q(>59)<( ><)<> >Q(<59§)T(§ )~ )< > (a) > A relacdo descrita pela Equacao (26) torna o
calculo deP,, mais eficiente, pois o calculo de
Como (AY(AY = & dada por: esté relacionado como a atitude e seu erro, como
(A)ay =P por: descrito pelas equagdes (20) e (21).
:<Q(59)Q(6e) > (22) Por outro lado, da Equacéo (9) segue que
SAM ,+A M [, =M
26
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Multiplicando ambos os lados desta equacao por
M/, eisolandosA obtém-se: ¢ =0 (29)

SA=(M 4 ~A M M

ref

Com isso, é possivel descrevecomo uma *:ﬁ: :TX (30)
funcdo das matrizes de observagédo, referéncia e
atitude. A variancia do erro de um vetor unitario sera:
P=(5A5AT) var(k) = (3%5X) (31)
P=((0Mu:=A M (MM (8 -8 A 7))
P=(0My oM tA M (1 A T-81 B A TA N M 7)) A relacé@o entre o erro em um vetor sem qualquer

vinculo e o erro em seu valor normalizado é dada por:
Sabendo que os erros lidos no sistema de
A ~ ~ ~en _ OX
referéncia e de observacdo ndo estadx=—x
. T dx
correlacionados, os termos%éM M ref>

. OX X 3
<6M et OM obs) desaparecem, resultando em 0% = —— —E(xTx) 2(2x")ox
X X
T T T
<6M 5M obs> <dVI red‘/I re% (27) R 1 |:] XXT O
oX = | | —[Bx
. L X X ’
Denominando o primeiro termo ge comoP,, g | | H
e 0 segundo comap A", entdo Onde| representa a matriz identidade.
Colocando a expressdo acima como fungéo dos
P =P+ AP AT (28) versores, entso:
S 1
A Equacéo (28) mostra a relagéo da covariancia O%X = —[I =XX "]dx (32)

. ~ A~ . X
com as matrizes de observacgéao e referéncia. Agora, A
as covariancias tém que ser representadas comop variancia pode ser calculada substituindo a
fungéo dos vetores de observacao e referéncia. Pafyacso (32) na (31), resultando em:

fazer isto, o primeiro passo € analisar e entender a 5
%) x

covariancia destes vetores unitarios, tambélﬁtﬁ%f}: ”T) ™ ﬁl | |%
denominados versores. g
(3%8%7)=( (1 -%%") X “T)>
A Covariancia de um versor X I
oot ot <6x5x > U
(8%S%™) = (1 =%K")A——L 1 X ) (33)
Tantow,, quantoV, sdo vetores unitarios. Eles X

apresentam variagdo ou erro somente em duasyjsto que 0 médulo dg n&o esta restrito a um
dimensdes, ja que 0s versores sempre mantém seaidr fixo, o errosx pode ocorrer em qualquer
maodulos unitarios. Assim, o erro que ocorre NQgirecso. Considerando que a distribuici@deseja

vetores de observacao e referéncia sao ortogongis,esma em todas as direcBes, a sua covariancia é
aos proprios versores, pois eles devem estar contigs 5 por:

no plano perpendicular ao versBortanto, 0s erros
dos versorew,, e oV, possuem somente dois<5X 5XT>:| |><|2 o
graus de liberade.
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Onde [x|o, representa o desvio padrdo da Da mesma formaP,,, pode ser definido em
distribuicao deyx . fungdo dos vetoreg:

Observando as seguintes propriedades: s
5Mref5M Ief Z 5r &”T

FX)T =& (34a)
o =(OTST)+(& F7)+(8"87L)  (38)
XY = &K (34b)
Agora, as covariancias descritas nas Equacgfes
(1-XXT)" =1 X7 (34c) (37) e (38) podem ser escritas em termos dos vetores
oV, edw, . Fazendo uso da Equacado (33) como
(1 -RT)" =1 %X (34d) ponto de partida, a covariancia(dgsy ) sera:
A Equacéo (33) pode ser reduzida para: (6309 )= <| | —$,5)0s05(1-59) B |>
(8%%7) = (1 =R ") 02 KT (5%5§>=E(|-§”§)(5%5§>( F$Y' H
(6%SKT) = a2 (1 =R T)(1 X T)
(8%387) = 02(1 -*%X") (35) (6809 )=(1-%%) b (1-573)

Aplicando a Equacéo (35) para o célculo da@éﬁ“s{)zajl(l—“sﬁ)( I-5%)
covariancias dedv, e dow,, as seguintes

covariancias sao obtidas: A expressao final torna-se:
(6W,6W] ) =0l (1 W4 ]) (36a) (6369 ) =0 (1-579) (39)
(8W,0W} ) =07 (1 - 30 }) (36b)  Damesma maneirég3,5%,) pode ser calculada

a partir da Equacéao (33), entéo:

(89,697 ) =07 (1 -V 97) (36¢) 1
(05,08 = <| (178503933 (1- 53’ E>
(89,60}) =02 (1 -V 307 (36d) B -
(508 = |2 (1-8,8)(805)(1-59)" (40)
(59,0W]) = (57 6W]) =0 (36€) ’

Sabendo ques, =W, xW, e |s,|=|WxW,/, a
A Equacdo (36e) resulta da hipotese de que oevariéncia(dsﬁé) pode ser calculada, mas,
erros nas observag6es ndo sdo correlacionados doiialmente, o vetor err@ds, tem de ser definido

os erros das referéncias. como funcéo dos vetoresv,,, entéo:
CalculandoP_ e P,

ref
A matriz de covananu@obs pode ser escrita em Js, = 5(f, x W,) = W, x W,+ W,xdW,= = ,x W+ W x5,
fung&o dos vetores .

3 O produto vetorial pode ser escrito por meio do
Poos = (GM ,8M ') = Z<5§ﬁ§r> operadorQ((), da seguinte maneira:

Py = (0808 )+(85°s5°8)+(5°9™Y  (37) axb=Q(a)b=-Q(ba.
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Assim sendo,
s, = -Q(W,)d W, + Q(W,)d W,

Entdo, a covariancia dss, sera:
(55,08 = <(Q( W,)8 W, + QW) S W,)(Q(W,)8 W, + Q)5 w2)T>
(85,85, ) = (Q(W,)5 W W,Q(W,)" ) +(Q(W)5 WS WQ(W)")
(85,85, ) = Q(W,) (S WS W, ) Q(W,)" +Q( ) (5 WS W,) Q(W)"

(85,09 ) = Q(W,)0? (1= WW)Q(W,)" +Q(W)a? (1-W FHQW )T

CO(W,)Q(W,)"

0, mW)aw)"
o) aaiow )"

) C
7% Bagwu sy 4D

A matriz g tem a seguinte propriedade:

(0s.05) =01,
Q(a)Q(b) = a' bl -ab’ (42)
Ondea e b sao dois vetores quaisquer
Assim, aplicando esta propriedade na Equag
(41), segue que:
<6326%T> =Uv2vl( I- sz ; _Asz‘gl %Iz)"'o-\f/z( F Awllwi_‘\S;%I 42)

(8,09) =02 (1= W,W}) +a7 (1-WW])~(07 +0.2 )8 5|s| (43)

O resultado apresentado pela Equacéo (44) tem
um termo dependente d&,. O vetor w, néo
pertence a triade ortogonal formada §ors, e s,,
mas pode ser escrito como uma fungéo dos vetores
§ es,, como:

W,

Sl(Wl. Wz) _A33| Wlx Wzl

= (45)

A Figura 2 mostra qu&, esta no plano formado
por § e §,. Isso também pode ser verificado pela
Equacéo (5).

A0

Figura 2. llustracdo mostrando que, esta no mesmo
plano formado pors e §,.As constantegw,-w,) €
|w,xWw,| s&@o, respectivamente, o co-seno e o seno dos

angulos entre os vetores e w,. Entdo, a seguinte
identidade trigonométrica é valida.

Agora, é possivel continuar a descrever Equagao

(40), entao:
(55,58 :ﬁ“ -5,8)(5568) (158"

1 B+ (WyW DO
585%)=—(-ggo " T 01-8,3)
< ) Is,| B0 +02 )55 s H

1 00, (-5 =8 8)) +oy, (1-W ) -85)0

6§25,\S£ = 2 2 2 \a AT 2 2 2 \AA~ 2 EU _ézég)
< ) Is)| {02 +02 )58 || +(02 +02 )5S § H
Assim
1 . ..
38,08,) = — i, (I -W W -8 8)) + 0y, (I-WW]-83)
(3,65)) o) £ H44)

(46)

(W1°W2)2 +|\7\11X\7\Iz|2 =1
Usando as relagdes descritas acima pelas
Equagdes (45) e (46) e sabendo fueW,|=|s,|,
0 termow,w) sera:
. W) _Assl w,x WJ)(ASK We W) _ASJ Wy AWIz)T
TSI w Wk
2\7\/; :§1ASI(1_|52|2)+A%A§| %2_(1§'T§FA ;gle W \N lz
2

-9 48 F-C8s B8 o W
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Assim a Equacao (44) pode ser escrita como:  Onde as covariancias cruzadas definidasRyor
podem ser visualmente definidas das equagdes acima.

<5‘ 10 0-88-358+5Y -84 £O As covarianciag; sao dadas por:
SR rE Begevhoe wid 0
S S $3)0We A \ sA SAT [~
P, =(0(8,)550%0('s)") (52a)
] 2 A AT A AT C 0 T
ﬁm% (1 -] -8 Z)E a) P, =(Q(%,)6%5%0(y)") (52b)
P, =(Q(3)558%0(s)’) (52¢)
Uma relagdo simples, mas importante € o fato de
gue a soma dos produtos de vetores unitarios que P, :<Q(sl)6”326‘§9( §)T> (52d)
formam uma triade resulta a matriz Identidade, assim:
3 Os célculos destas covariancias em termos dos
ed L L rlTeam aT
ZS.S =53+ 55+ S5 (48) vetoress sdo mostrados abaixo. O terrRQ pode
ser expresso como:
Finalmente, é possivel reagrupar os termos na
Equacéo (47) e escrevé-la como: P,= (Q(“sz)é”sld“iQ(”g)T)
I | . Ang
(0508 = (0h +ol B8 +ol (V93 o, =0@)(s3%) ()
~ — ~ 2 _an A NT
LA TRRR Py = Q(&)or, (1-33)Q(s)
“ g (49)
P, =0, (23)Q(3) -Q(9)§%9")
Dado ques, =5, é resultante do produto vetorial n
P11 - le (I 252 %%)
entres, e s, (vetores ortogonais e unitarios) entéo a
covariancia des, pode ser representada como: Aplicando a Equagao (48, se tornara:
05,05, ) =(0s,0 .
(03,08 ) = (35,05 (50) 20283 (53)

Assim, o diferencial de, é dado por:
% P Da mesma formaP,, pode ser calculado como:

08, =0(5x5) = 0’9 "5+ 790" 5 P, =(Q(3)53550(Y
s, =-5,x05+'§x0’s < )
$,=-Q(5)05+Q('9d’s P, =Q(3)(5%5%)Q('y’

Entdo, a covariancia dfs, € dada por: Substituindo a Equagéo (49) na equagao acima:

(5503)=((-a(s)8's+Q(95°9(-2( 38" s QU B ¥)  p_-0() g%(afvl +0,)55+0,,(§5-"59+
S,
JUALDPSE
s

<633653,T>: Bi— By~ R+ By (51)
+0?

Wy

3i)ﬂ2( E
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0,,)Q(3)5350(9 " +0,Q(9(" §’s-

1
Z(Vz"l

|s.|

Py, =

o (WyeW,)

5= §X( o, 5] Q( )€ 158 5308 )

e notando que os seguintes produtos cruzados sdo:

Q)3 =0
Q)8 =3
a expressao descrevengyg se reduz a:

— 2
22~ |2( wy

s,

O termoP,, pode ser descrito como:
P, =(Q(3,)0503Q(9")

P, =Q(3,)(656%)Q(9"

Pl
Mas Js,, dado pela Equacao (32), pode ser i |

substituido na equacao acima como segue:
=06 (53 (1-596 53 JacyT
= - 0
12 2 ag E
Utilizando a relagéo par@s, definida como:
3s, = 5(5 % W) =55x W+ x5 W,
a equacéo d@, se torna:

L A e L

_0G6)

|

P, =S5 (o3ada(wy se WAy )(HsBacy

Pelo fato de, por hipotese, nao haver correlaq;z}g)1
entre 0s erros env, e emw,, 0 termasdoWw, se

anula, entao:

(54b)

+02)8,8-02"s o,
W2) 252 Wy % é (55) P12 - _ W, (_gzw';

=02 (88 (-0()3% + (96 W) (-9

P, =- |(S|2’<6 55%)0(W)" (-390

Substituindo a covariancia d&, da Equacgéo

(39), entdo:

_06)
|s.|

12

,(1-83)Q(W,) " (1-5,5)Q(s)"

(542) p, - —‘l;—w](a(éz)cz(wzf -(5) 550w )( FsYaC

Agora, aplicando novamente a propriedade

mostrada pela Equacgéo (42eb=Q(a)b=-Q(b)a,
ento:

2

58] S FEHOCY

s,

2
an S 0 ~\T
P12 = (_Szwz)Q(%)

s,

Substituindow, da Equacgéo (45) entéo:

2

= —%{—é{é( We W) + 58] Wx WOy

P =~ (-85 (e W)+ 58] Wx W)Y

s,

2
Wy

s,

E, finalmente,P,, pode ser escrito como:

P,=- Wl X W2| gz’iQ(AS.L)T

P,=0.5% (56)

O termoP,, pode ser calculado da mesma forma
descrita pareR,, :

P, = (Q(3)5%530('9)")
le:Q(‘sl)<ﬁ(l—“sz‘i)6“sp“§>9(‘sf
L0 (ax wrg)acy

P, = ‘Sl) (1-8,8) ((W,x 5%+ §x 3 W3 )"y’
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e ) Os resultados apresentados nas Equacdes (39),
Py = |S|l 1-8,8)(Q(W,)5505+Q(")d WE)Q( 9"  (49) e (58) sdo termos parciais que quando
substituidos na Equacéo (37), resultam:

Q aaT
P21 |(ZS|1) 252)Q(W2)<6515 i>Q( %) Pobs — <5§15’§> +<5A345Aé> +<5"%§"T§>

Qﬁ)(l 8,5)Q(W)o2 (1-38)Q(s)"

A a 1 o~ AN A
Pobs:avzvl(l ‘315T1)+W(U£1 +0‘v52)33%+0-v€1( §§_ §3+

2

2 (Wyo W) oy s -
+ L&
|(|)(| 8.8)0;,12(1)Q(%)" - QW) S5('9"] g BET SO
Q) e v B8049S
Po | | (- 252)0 (W252|—W2§2—|SJ 52%) |Sz|
= Q(S_L) 5 <-s'sY . .
2~ |82| 0, (1-88)(-W, B Agrupando os termos similares e substituindo
Q) Is,| =|W, x W,|, ent&o:

P = O W8S 4789
2

Q S A A~ A~ ~ ~ ~ ~ Pobszavil(l_§3§;+,\si\i_,\%’\g)

P21 == (Sl) avzvl (51(W1° Wz) - Se,| W, X Wzl) §2 (W W,)
|SZ| |SZ| Wy +O—£2 ) _éls]. )"'O-wz1 | | z (\%é AS:%)

Q “n A AT| A A

Pa= =T (55 (e )58 e )
? Pus =00, (1 -85+ 58-S

2

P, = 085S W W o O5 oMol i 6350

s,

Resultando em:

O célculo deP,, segue o mesmo procedimento
para o célculo deP, .. A solucdo serd similar a

I
=% (57) Equacéo (59), entéo:
Agora, continuando o calculo da covariancia dqs <5M M Tf> - Z<&A_55T>
58] da Equagdo (51), entéo: f
Per = (OF.0F] ) +(& 473 ) +(0°875)

(O, +00) 8570, $5 0. Bso. s

ref

e\
(0508 = =0y (1=Ff 1 +1,7))

%A‘zm 02 )~ aiTY VZ‘)r(q; +¢,7)(60)

. e ~ “ A . . +
Simplificando esta expresséao, a covariancia final [0, x9,
Considerando o angulo de referéncia o mesmo

parads] se torna:
na observacéo, a Equacéo (60) torna-se:

Wy
|s.|

r r 1 .. an
(0508) =00 ¥+ 5 (0, +0,)'$5-0. 8% (5g)

|s,|
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P’9f = J‘i (l _ff; +rr1 1 1t ?2’\; Py = % 01 :\5—2‘ E §T +0; (’SAé +A§‘Ab UI ‘,\ \7\7: ‘)(AFSAT& A3A$T);(65)
Y ~ W, 2 2
st (0% +o? )1 -y oz Lt orep oy 6)
i [ | A Equacédo (65) pode ser reescrita somente em

Agora, fazendo os célculos deP, AT das termos dos vetores de observacép e w,.
Equacdes (60) e considerando g&ie At e Considerando que:

§ =1%TAT, isso resultara em: §=W,
§xWw, _ WxW,
AP AT =0 (AAT-AFTA THArF A TACAL T) S = |qu W2| |\7v x \7v2| = Q(W) W,
(05 U) AR T 2 (W, o W,) £ ART T o WXW A
+‘W1 Wz\ AAT-ATA T Fo? T, WZ‘P( A TACAT T % §x§ v\{x|vAv1vav2|:Q(v\€)§
AP AT =07 (1 -$5,+58 -89 Os termos que dependem §lena Equacéo (65)
+(‘;’V g ‘) (-3 ¥o? (‘\VNV x‘”z‘) B+ (62) podem ser escritos como:
Considerando que;’ =o;, +0,; eo; =0, +0, 89 = W, (66)
a covariancia total € dada ppr=P,_+ APrefAT
qual resultara em: §5+5§=(F§= Fww (67)
&z (07 +0a?)
P=0f(1-88+53 - §§)+|W 2| (+'$9+ Os termoss g, tornam-se:
l 2
G RSP (63) ¥ = W(Wxs)" = WOQ(W))'
| ) . 8¥=iy W30(
O trago da matriz da Equacao (63) sera: S5 = WsA(W)' = WSe(W!
an 1 S ST a\T
=—— w(wx w,) Q(w,
( , 2) S.L%T |V\A/ xv\'\/ | l( 1 2) ( l)
20, to
tr(P) =207 + ——1——2~ 64) aw-_ L T
[, <, (O 83 =S MO WA
Portanto, partindo da Equacéo (26), a matriz dgg = - _ 1 W, WQ(W)Q( )
covariancia Cartesiana da atitude sera: [, x|
~n 1 A
88 = = W W, (I- W)
oty Do @ o 8D ai1-830 587590 [V, x|
P(-)(-):0-I2+ 1+ 2 D A (V’V W ) 1 ~ ~
‘Wlxwz‘z z(W 2) ST +75 g S_L%T = V\F —— W VVT
ga R ‘(slss 59) E |w W | | 1><W2| \W> (68)

(O’ O—Z)AATS—U (W, Wz)(Ag ~~5

~ g2 1 ‘ ‘
[, X VW | W,

P =0 (83 -§5+"$9+

E o termos,§ , torna-se:

0 (al+az)$§ —orsE+o(she g0 2)(”§ 8778
‘ 1 Wz‘ ‘Wl ‘ R T
53 =(%9)
Rearranjando alguns termos, a forma final d M W __ 1 . W
’ 0 8 = w4 ey (69)

matriz de covariancia Cartesiana da atitude € dada
em termos dos vetores ortogonais de observagéo e a
variancia dos vetores de observacéo:
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Substituindo os termos das Equacées (66) e (68pnclusdes
na Equacao (65§, se torna:

Um simples algoritmo de determinacao de atitude,
o0 TRIAD, e sua matriz de covariancia sao revisitados

For W, x v, W‘A'Tﬂwlxwsz‘A'T_"'ZVAV'W'T“"Z' o, neste artigo. A matriz de covariancia cartesiana da
f(\ivl-vyz)mo(\{vl-@z)wm_ 1 le‘VLD atitude é descrita em termos dos vetores de
i 50 o] observacdo e dos vetores de referéncia. A algebra
de tensores e a estatistica envolvida nos célculos séo
B, =0t 4020t Wa) 0 G Gy O g apresentadas com pormenores, provendo uma
iy [ introducéo para o entendimento do problema da
+‘le2;2‘2 W] - W] xzﬁ +%E determinacao da atitude.

O Algoritmo TRIAD e a matriz de covariancia
dependem somente dos valores dos vetores
R, =07+ I Wa) i+ % _war+—% i’ observados e da informacdo estatistica destes
! vetores. Isso torna o algoritmo viavel para
implementacdo em sistemas de baixo custo e baixo

_ (WyoWy) n nr . on n ol .. o . . .
Pw =071 40! ‘Wllijz (A +WZWF)—‘W1X1W Z‘ZWIWT +‘W1xffv IWIWF poder de processamento, permitindo calcular a atitude
e a covariancia em altas taxas.
i) L A disponibilidade de elementos de tecnologia
Pu =071 +0; B P ("AVnAz”"AVz""lT)*(UzZ‘UIZ)i‘W i ‘z""n""f MEMS, de baixo custo, abre uma ampla gama de
1 2 1 2

aplicagbes na area de determinacao de atitude.
Aliados aos microcontroladores projetados para
Rearranjando a Equacéo acima, finalmente, ursesstema embarcados, o resultado séo sistemas de
equacdo analitica para a matriz de covariancieterminacao de atitude miniaturizados que poderiam
Cartesiana da atitude é dada em termos dos vetoses empregados tanto em aplicacées comerciais
de observacaev, e w, em termos das varianciasquanto em satélites.
of =0l +0; e o0;=0; +0, . Assim, o0 resultado
apresentado por Shuster e Oh é reescrito abaixo
(SHUSTER; OH, 1981): Agradecimentos

P :012'+W[012(W1°W2)(W1W2 W) + Os autores agradecem & Agéncia Espacial
P Brasileira (AEB) pelo provimento de recursos
(70) necessarios a este projeto. Este projeto é coordenado
através do programa Uniespaco - AEB.

+ (022 - alz)wlw 1T]
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