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Abstract— The calculation of the phase difference between non-identical systems from the time series is a
great challenge. In this article, we explore a method based on Dual-Tree Complex Wavelet Transform in order to
calculate the phase difference between three oscillators that follow the Kuramoto model, which has been described
in phase variables, allowing to directly assess the accuracy of the method studied.
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Resumo— O célculo da diferenga de fase entre sistemas nao idénticos a partir da série temporal é um grande

desafio. Neste artigo, vamos explorar um método baseado na Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree, a fim
de calcular a diferenca de fase entre trés osciladores que seguem o modelo de Kuramoto, o qual ja descrito em

variaveis de fase, o que nos permite avaliar diretamente a precisdo do método estudado.
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1 Introducao

Entende-se fase como uma quantidade que cresce
27 dentro de um ciclo oscilatério, proporcional a
fracao do periodo. A fase determina o estado de
um oscilador periédico, parametrizando a forma
da onda dentro do ciclo. A fase nao fornece ne-
nhuma informagao nova sobre o sistema, mas sua
vantagem se torna evidente se levarmos em conta
a diferenca de fase entre sistemas. Isso ajuda a
distinguir entre diferentes regimes de sincroniza-
¢ao (Pikovsky et al., 2003).

Com o objetivo de calcular a fase de sistemas,
pode-se utilizar medidas diretas do angulo de fase
em uma projecao do atrator, bem como técnicas
mais sofisticadas tais como: transformada de Hil-
bert, superficie de segdo de Poincaré (Pikovsky
et al., 1996), curvatura e plots de recorréncia
(Romano et al., 2005; Kurths et al., 2006), conjun-
tos localizados (Pereira et al., 2007), transformada
de Fourier de tempo curto e a transformada wave-
let continua usando a wavelet complexa de Morlet
(Hramov and Koronovskii, 2004; Koronovskii and
Hramov, 2004; Postnikov, 2009). No entanto, ne-
nhuma dessas técnicas trabalha bem em todas as
situacoes.

Em (Ferreira et al., 2011; Ferreira et al., 2013)
propoe-se uma abordagem para extrair a fase de
sistemas caéticos baseada na Transformada Wa-
velet Complexa Dual-Tree (DT-CWT), criada por
Nick Kingsbury (Selesnick et al., 2005).

Neste trabalho explora-se o método desenvol-
vido utilizando a DT-CW'T para atribuigao da di-

ferenca de fase em sistemas oscilatérios. O ob-
jetivo deste trabalho é ilustrar a aplicabilidade e
a precisao desta técnica, comparando os resulta-
dos com o método tradicional baseado na funcgao
arctan.

Na préxima secao apresenta-se a metodologia
utilizada para a verificacao da diferenca de fase.
Em seguida, apresentamos os resultados e a ana-
lise dos experimentos numéricos. E, por fim, as
conclusoes deste trabalho.

2 Metodologia

Nesta secao é apresentada a formulacao do Modelo
de Kuramoto (MK), do método baseado na fungao
arctan e do método baseado na DT-CW'T.

2.1 Modelo de Kuramoto

Em nossa formulacao do Modelo de Kuramoto
(MK) considera-se que cada osciladori = 1,..., N
possui dinamica determinada pela seguinte equa-
¢ao diferencial

N
bi = wi — kZAij sin(¢; — ¢;), (1)
=

onde ¢;(t) é a wvaridvel de fase do i-6ésimo os-
cilador, assumindo valores na reta real R, mas
podendo também ser visto como um angulo na
circunferéncia unitdria, tomando-se ¢;(t) mod 2.
As frequéncias naturais dos osciladores, expres-
sando fisicamente com que velocidade eles evo-
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Figura 1: Representacao esquemética da topolo-
gia de conexao entre os osciladores.

luem quando isolados, sao dadas pelos parametros
w= (w1,...,wp) € RY O grafo direcionado de
acoplamento é expresso no sistema pela sua ma-
triz de adjacéncias Anxn = (A;j), com A;; = 0;
Aij =1, se o oscilador ¢ ¢ influenciado pelo osci-
lador j; ou A;; = 0, caso contrario. Por ltimo,
a constante k € R é chamada de forca de aco-
plamento global, ou simplesmente forca de aco-
plamento. Ela ajusta a intensidade da influéncia
exercida por todos os nds conectados diretamente
no grafo de acoplamento.

Para as simulacoes numéricas foi fixado um
MK com N = 3 osciladores, pois desejamos ilus-
trar como o método baseado na DT-CWT é capaz
de detectar em um mesmo experimento dois tipos
de sincronizacao de fase (Pikovsky et al., 2003),
a saber: sincronizacao de fase fixa, quando a di-
ferenga de fase entre os osciladores converge para
uma constante; e deslizamentos de fase, quando
hé longos periodos de sincronizagao de fase fixa
intermeados por mudangas bruscas na diferenca
de fase.

Foi selecionado um grafo de acoplamento com
os osciladores 1,2 acoplados mutuamente e o osci-
lador 3 agindo como uma forcante para os oscila-
dores 1,2, conforme Figura 1. As frequéncias na-
turais e condigoes inicias sdo w = (1.00, 1.05, 1.50)
e ¢° = (0,27/3,47/3), respectivamente. Com
isso, escolheu-se empiricamente uma forga de aco-
plamento k£ = 0.475, de forma que os oscilado-
res 1,2 apresentem sincronizacao de fase fixa, en-
quanto os osciladores 1,3 e 2,3 exibem desliza-
mentos de fase.

E usado o método Preditor-Corretor de
Adams-Bashforth-Moulton (Burden and Faires,
2005) para a integragao da equagao diferencial,
utilizando passo de integracao de h = 0.01. O
intervalo final de integragao é t; = 2.h.2'8. Con-
tudo, a primeira metade desse intervalo é descon-
sidera na anélise, a fim de eliminar-se um tempo
de transiente para o sistema. Por simplicidade,
apresentamos a variavel de tempo t iniciando em
zero e todas as varidveis de fase comegando na
circunferéncia unitéria.

2.2 Meétodo baseado na fung¢do arctan

O método usual na literatura para calcular a fase
é baseado na projecao do atrator sobre o plano
(z,y). A fase ¢(t) é entdo introduzida como o
angulo no sistema em coordenadas polares sobre
o plano (z,y), conforme proposto por (Rosenblum
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Figura 2: Representacao esquemética da decom-
posicao do sinal real z(n) em trés escalas (j =
1,2, 3), utilizando a DT-CWT.

et al., 1996), via a equago:

¢(t) = arctan (%) . (2)

Note que para utilizar este método é neces-
sario o conhecimento de duas coordenadas do sis-
tema em estudo; a saber, x e y, o que na pratica,
é inviavel, visto que na maioria dos casos tem-se
apenas uma coordenada, a saber, a série temporal
associada ao sistema.

2.8 Método baseado na DT-CWT

A DT-CWT utiliza duas Transformadas Wavelets
Discretas (DWT). A DWT ¢é uma transformada
real. A primeira DWT é composta por filtros
passa-baixa hg(n) e passa-alta hi(n), formando
um banco de filtro superior ou arvore superior,
conforme observado na Figura 2. Ja a segunda
DWT ¢é composta de filtros passa-baixa go(n) e
passa-alta g1(n), formando um banco de filtro in-
ferior ou arvore inferior, conforme observado na
Figura 2.

Quando considera-se um sinal real z(n),
obtém-se dp,(j,n) como saida da primeira DWT
e dgy(j,n) como saida da segunda DWT. Consi-
derando as duas DW'T’s, obtem-se a wavelet com-
plexa ¥.(t) = ¥y (t)+2 14(t) e o coeficiente wavelet
complexo d.(j,n) = dn(j,n) + dy(j,n).

A Figura 2 apresenta um esquema da decom-
posicao do sinal real z(n) em trés escalas (j =
1,2, 3) utilizando a DT-CWT.

A fim de satisfazer as condigoes de recons-
trucao perfeita do sinal, os filtros sdo construidos
de modo que a wavelet complexa seja aproxima-
damente analitica, ou seja, de modo que 14(t) é
aproximadamente um par de Hilbert de v, (t), de-
notada como v, (t) ~ H{wn(t)}, onde H denota a
transformada de Hilbert (Kingsbury, 2000).

Neste trabalho, na primeira escala de decom-
posicao foi utilizado (13,19) tap-filters os quais
sao biortogonais e quase-simétricos. Para escalas
j > 1 foi utilizados ¢-shift filters com (14,14) tap-
filters (Selesnick et al., 2005).

M¢étodo para a atribuicao da diferenca de fase

A fim de calcular a fase do primeiro sistema, cha-
mado de sistema 1 (veja Figura 1), utilizando



a abordagem DT-CWT, apenas uma variavel de
estado, por exemplo z1, é analisada. A par-
tir desta andlise, obtemos os coeficientes wavelet
complexos d.(j,n) em cada escala de decomposi-
¢ao j. Depois de obter os coeficientes, a energia
E(j,n) em cada escala j é calculada como o mé-
dulo ao quadrado dos coeficientes wavelet com-
plexos, ou seja, E(j,n) =| d.(j,n) |?>. Apds cal-
cular a energia em cada escala, a maxima ener-
gia de cada escala max;E(j,n) = E(J,n) é en-
contrada com o objetivo de localizar a escala J
a qual tem méxima energia. A escala J associ-
ada a maxima energia é usada para calcular a fase
dg(J,n)

¢(J,n) = arctan (m) em um tempo especi-

fico (veja Figura 3). Similarmente, o mesmo pro-
cedimento descrito acima é utilizado na série da
variavel x do sistema 2 e do sistema 3.

A Figura 3 mostra um esquema do método
para calcular a fase de um sistema, utilizando a
abordagem da DT-CWT.

Entao, a fase de cada sistema é calculada,
d1(J,n), d2(J,n) e ¢3(J,n). Em seguida a dife-
renca de fase entre os sistemas é calculada entre
os osciladores 1 e 2 como A¢pia(t) = ¢a(J,n) —
¢1(J, n); entre os osciladores 1 e 3 como Agq3(t) =
¢3(J,n)—¢p1(J,n) e entre os osciladores 2 e 3 como
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¢(J,n) = arctan(
Figura 3: Representagao esquemaética do método
proposto para calcular a fase do sistema 1 utili-
zando a variavel de estado x.

3 Resultados

Para testar a aplicabilidade do método e verificar
a metodologia, a fase foi calculada utilizando o
modelo de Kuramoto, o método usual baseado na
funcao arctan e a metodologia wavelet baseada na
DT-CWT. A Figura 4 mostra o espectro wavelet
global obtido a partir da andlise wavelet dos trés
osciladores. Note que, para os osciladores 1 e 2, a
escala de maxima energia é a escala 9; ja para o
oscilador 3, a escala de maxima energia é a escala
8. Devido a escala de méxima energia do oscilador
3 ser diferente da escala de maxima energia dos os-
ciladores 1 e 2, foram testados dois casos para os
trés osciladores em estudo, a saber, primeiro caso
considerando a escala de méaxima energia J =8 e
o segundo caso considerando J = 9. Em ambos
os casos, os resultados da verificacao da diferenca

de fase foram semelhantes. Neste trabalho, apre-
sentamos o resultado considerando a escala J =9
para calculo da diferenca de fase entre os oscila-
dores.
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Figura 4: Espectro wavelet global. E; significa a
escala de maxima energia associada ao oscilador
i.

A Figura 5 mostra a diferenga de fase entre
os osciladores considerando em (a) o modelo de
Kuramoto; (b) o método usual e em (¢) o método
wavelet.
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Figura 5: A diferenca de fase entre os osciladores
considerando em (a) o modelo de Kuramoto; (b)
o método usual e em (c) o método wavelet.

A Figura 5 mostra que os osciladores 1,2 es-



tao sincronizados em fase, ja que a diferenga de
fase A¢p12(t) entre eles é nula. Ademais, o oscila-
dor 3 apresenta deslizamentos de fase em relacao
aos osciladores 1,2: a cada intervalo de aproxi-
madamente 500 unidades de tempo, o oscilador 3
d4 uma volta adicional sobre os osciladores 1,2,
quase como um salto, retornando dai para uma
diferenga de fase constante de 7/4. Note que os
resultados da diferenga de fase entre os osciladores
1 e 3, ou seja, Ag3(t) e entre os osciladores 2 e 3,
ou seja, Agoz(t) ficaram sobrepostos na Figura 5
Analisando o método baseado na fungao arctan e
o baseado na DT-CWT, verifica-se que ambos os
métodos foram capazes de reconstruir a diferenca
de fase de referéncia do MK, permitindo a correta
identificagao dos regimes de sincronizagao entre os
osciladores.

4 Conclusoes

Neste artigo foi proposto e executado um teste
de verificacao para atribuicao da diferenca de
fase utilizando o método wavelet baseado na DT-
CWT. Tlustramos com um modelo simples que a
técnica proposta é bastante confidvel, produzindo
resultados qualitativamente tao bons ou melhores
quanto os resultados do método usual. A prin-
cipal vantagem na utilizacao do método wavelet
consiste no fato de nao ser necessario duas varia-
veis de estado, por exemplo x e y, para o calculo da
fase. Essa vantagem motiva a futuras aplicagoes
do método na analise de séries temporais experi-
mentais.
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