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O principio da equivaléncia é um conceito fundamental da relatividade geral e traduz essencialmente a igualdade
entre massa inercial e gravitacional. As idealizagoes a respeito do “elevador de Einstein” contendo observadores
e massas de prova permitem que tal conceito seja facilmente compreensivel, porém o cenirio se torna mais
complexo quando hé cargas elétricas envolvidas em virtude de estas emitirem radiacdo quando aceleradas. De
forma precipitada, poderiamos afirmar que uma carga em repouso em um campo gravitacional (CG) néo irradia,
enquanto outra dentro de um elevador acelerado em relagdo a um referencial inercial emite radiacdo, aparentemente
violando o principio da equivaléncia. Tal problema gerou muita discussao e mostramos aqui a anélise apresentada
por Fritz Rohrlich na década de 1960. O autor demonstra que o campo eletromagnético de uma carga acelerada
apresenta forma radiativa apenas em alguns referenciais, ndo tendo tal fendmeno portando carater absoluto. A
abordagem é simples e define a curvatura do espaco-tempo como nula no dominio, ndo representando assim uma
solugdo para o aparente paradoxo (pois ndo considera um CG real); entretanto seus resultados tém interesse
didatico pois servem como motivagdo para uma reflexdo mais profunda e ajudam na compreensdo de que néo hé
incompatibilidade entre o principio da equivaléncia e cargas elétricas. Essa discussdo serve também como ponto
de partida para trabalhos mais recentes e abrangentes sobre o problema.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Principio da Equivaléncia, Eletromagnetismo, Cargas Aceleradas.

The equivalence principle is a fundamental concept of the general relativity and it essentially express the equality
between inertial and gravitational mass. The idealizations concerning the so-called “Einstein elevator” containing
observers and test masses enable us to readily understand such a concept, however the scenario becomes more
complex when there are electric charges involved because they emit radiation when accelerated. Hastily, we could
claim that a resting charge in a gravitational field does not radiate, while another inside an accelerated elevator
relatively to an inertial frame of reference does emit radiation, seemingly violating the equivalence principle. Such
a problem has stirred up many discussions and we present here the analysis put forth by Fritz Rohrlich in the
1960s. The author shows that the electromagnetic field of an accelerated charge has radiative form for some frames
of reference only, thereby such a phenomenon does not have an absolute nature. The approach is simple and it
defines the spacetime curvature as being null in the domain, and therefore it does not in fact represent a solution
for the apparent paradox (once it does not consider a real gravitational field); however, its results have a didactic
interest once they are useful as a motivation for a more profound discussion and help us to understand that there
is no incompatibility between the equivalence principle and electrical charges. Also, the discussion shown here
may be used as a starting point for more recent and general works on the problem.

Keywords: General Relativity, Equivalence Principle, Electromagnetism, Accelerated Charges.

1. Introducao

O principio da equivaléncia é um dos conceitos funda-
mentais na formulagdo da teoria da relatividade geral
e expressa a igualdade entre massa gravitational e
inercial, a qual ja havia sido demonstrada por E&6tves,
entre outros [I]; veja também [2] para uma discussdo
interessante e abrangente sobre o assunto.
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Uma consequéncia importante da referida igualdade
entre as defini¢oes de massa é que todos os corpos caem
com a mesma aceleracdo em um CG estatico e uniforme.
Se considerarmos entdo uma caixa em queda livre, um
observador no interior desta nao conseguiria detectar o
CG externo, ja que tanto ele quanto a caixa (e quaisquer
massas de prova usados no experimento) responderiam
da mesma forma a tal campo [I], B]: o observador se
sentiria “flutuando”, como se estivesse livre da acgdo de
forgas em um referencial inercial.
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Reciprocamente, qualquer experimento realizado no
interior de uma caixa sendo uniformemente acelerada
“para cima’ﬂ em relacdo a um referencial inercial pro-
duziria resultados indistinguiveis daqueles obtidos em
um CG estatico e uniforme. Devemos ter em mente
que tais situacbes sdo validas apenas em regides que
possam ser consideradas arbitrariamente pequenas, de
forma que desvios na homogeneidade do CG (efeitos de
maré) possam ser desprezados.

Embora inicialmente de facil compreensao, o principio
da equivaléncia torna-se mais complicado quando ha
cargas elétricas em cena pelo fato de elas emitirem
radiacio eletromagnética quando aceleradas [4]. Por
exemplo, seja a situagdo do pardgrafo anterior: para
um observador no referencial inercial haveria radiacéo
proveniente de uma carga que estivesse em repouso em
relacdo a caixa. Ingenuamente poderiamos pensar que
se “existe” radiacdo, esta poderia ser também observada
no proprio referencial da carga de alguma forma; o
problema é que uma carga colocada, por exemplo, em
repouso sobre uma mesa na superficie da Terra néo
irradia nesse referencial, e com isso o principio da
equivaléncia ficaria em cheque.

Por outro lado, um laboratério em repouso no CG de-
tectaria a radiagdo proveniente de uma carga em queda
livre; porém um observador em queda junto a tal corpo
o perceberia imével em um referencial inercial, gerando
um campo puramente eletrostatico. Afinal, nesse caso
existiria ou nao radiagdo? Como resolver essas aparentes
inconsisténcias?

No presente artigo abordamos uma discussao simples
porém interessante de autoria de Fritz Rohrlich sobre o
problema do principio da equivaléncia envolvendo cargas
elétricas, publicada em [5], 6] e usando resultados de
[7]. O tratamento dado por Rohrlich tem como umas
das caracteristicas principais o fato de a radiagdo nao
ter carater absoluto no formalismo da relatividade: é
possivel que um mesmo campo eletromagnético assuma
configuracao radiativa apenas em alguns referenciais.

O trabalho de Rohrlich é elementar em virtude de,
entre outras coisas, estabelecer que a curvatura do
espago-tempo seja nula em toda a regiao considerada,
de forma que aquilo que o autor chama de CG estatico
e uniforme nao representa um CG real: é apenas o
espaco de Minkowski submetido a uma transformagéao
apropriada de coordenadas.

Outro ponto importante é o fato de o principio da
equivaléncia ser valido apenas localmente, ou seja, as
caixas e laboratérios mencionados anteriormente devem
ser considerados arbitrariamente pequenos; por outro
lado, a radiagdo é um fenémeno nao localizavel. Assim,
o campo de uma carga elétrica em queda livre em um
CG real tera configuracdo diferente daquele gerado por
uma carga idéntica em movimento inercial no espago
de Minkowski. As ponderacbes acima nos indicam que

1 Este termo é pouco técnico ou rigoroso porém é ttil para a
compreensdo e serd usado quando conveniente.
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os resultados de Rohrlich nao representam uma solucao
para o “paradoxo” e que suas alusées a CG devem
ser interpretadas aqui apenas como motivacao didatica,
servindo também para nortear o raciocinio. Nesse sen-
tido iremos, por simplicidade e salvo alguma excecao
explicita, nos referir a tal sistema nao inercial como CG
nas dedugoes a seguir.

Trabalhos mais abrangentes e recentes incluem [§],
onde o autor discute os resultados de Rohrlich e acres-
centa suas proprias dedugdes, tornando o tratamento do
problema mais abrangente; interessante também é [9],
o qual analisa o campo gerado por uma carga elétrica
inercial do ponto de vista de observadores acelerados no
contexto da gravitagdo semi-classica; por fim, a série de
artigos [I0HI4] traz estudos abrangentes sobre diversos
aspectos fisicos de cargas em movimento hiperbdlico,
com destaque para [I4], onde é discutido o campo de
uma carga nos espacos de Rindler e Milne.

As anélises apresentadas utilizam conceitos bésicos de
relatividade especial e geral, além de elementos do ele-
tromagnetismo classico como os pontenciais de Liénard-
Wiechert e a representacao tensorial dos campos elétrico
E e magnético B. Além disso, resultados e conclusées
que sdo apenas mencionados nos artigos originais sdo
desenvolvidos em mais detalhes aqui.

Na se¢do [2] mostramos o calculo do campo gerado
por uma carga em movimento retilineo uniformemente
acelerado em relacao a um referencial inercial, enquanto
a métrica de um CG estatico e uniforme é deduzida na
Secao 3] A secdo [] aborda o principio da equivaléncia
em si, onde sdo analisados trés diferentes cendrios, a
saber: carga em repouso no CG, em queda livre e
em movimento retilineo uniformemente acelerado em
relacdo a um observador inercial. Por fim, na Segdo
apresentamos algumas discussoes finais e conclusoes.

2. Radiacao eletromagnética gerada por
uma carga acelerada

Esta se¢ao mostra, do ponto de vista de um referencial
inercial, o cédlculo da radiagdo eletromagnética gerada
por uma carga elétrica em movimento retilineo com ace-
leracao uniforme. Note que aqui usamos a defini¢ao rela-
tivistica de aceleragcdo uniforme, a qual é sensivelmente
diferente de sua versdo newtoniana. Com isso, deduzimos
inicialmente a equagao de movimento da carga; a partir
desta e dos potenciais de Liénard-Wiechert, os campos
E e B da radiagao sao obtidos.

2.1. Movimento hiperbélico de um corpo

Sejam os referenciais inerciais S e S’: no caso especifico
em que S’ se move com velocidade constante v = (0,0, v)
na direcdo do eixo z em relagdo a S, as coordenadas
de um mesmo evento nos respectivos sistemas, isto é,
(t,z,y,2) em S e (t',2',y,2') em S’, relacionam-se por
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meio das transformagoes de Lorentz:

= A(t — 2/, )
A (2)
¥ =y, (3)
2 =(z —vt), (4)

onde v = 1/(1 — v2/c?)Y/? ¢ ¢ é a velocidade da luz
no vacuo. A razao de termos escolhido o eixo z para o
movimento da carga ficara clara na segao [2.2

Consideramos nas expressoes acima que t = ' = 0
quando as origens de S e S’ coincidem e que os eixos z
e 2’ sdo colineares; além disso = e 2/, assim como y e 7/,
permanecem paralelos entre si. E interessante destacar
que as Equagoes f aplicam-se apenas ao caso
particular do cenario em questao, enquanto uma forma
mais geral de tais transformacoes pode ser encontrada,
por exemplo, em [I5].

A combinacéo das diferenciaiﬂ das Equacoes e
fornece [16]

dz v(dz — vdt)

dt’ — ~(dt —vdz/c?)

~ (dz/dt) —w
=Ty O

Dessa forma, um corpo com velocidade u = dz/dt
medida em S teria a velocidade u' = dz’/dt’ relativa
a S’ dada pela Equacao .

No caso de o objeto em questdo possuir aceleragao,
podemos determinar como os valores desta medidos
em S e S’ se relacionam. Com efeito, diferenciando a
Equago (), obtemos (jé com a notagdo u e u’)

;L i du .
du” = ¥2 (1 —uv/c?)?’ (6)

por sua vez, a combinacao da Equacao @ com a
diferencial da Equacgao resulta em (veja [16] e a nota
de rodapé b)

w1 .
dt" 3 (1 —uv/c?)3 dt’

Aqui consideramos o caso especifico onde temos ace-
leracdo uniforme, e no contexto relativistico a definicéo
de tal propriedade é da forma: ao longo da trajetéria
do corpo, todo referencial inercial S’ que se colocar
momentaneamente em repouso em relacao a ele (ou seja,
v=1ueu =0) deve medir o mesmo valor da aceleragéo
a = du'/dt'. A aplicagao de tais condigoes & Equagio

leva a
w2\ %2 gy
=(1-—= —. 8
“ ( 62) dt ®)

2 Tal combinagdo é tratada aqui como uma “divisdo” das di-
ferenciais apenas como um artificio para a simplificagdo dos
cédlculos. Rigorosamente, devemos fazer uso das regras da cadeia
apropriadas.
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A Equagao ¢é facilmente resolvida para a deter-
minagdo de u(t); dai utilizamos dz = wu(t)dt para que
z(t), ou seja, a equagdo de movimento do corpo em S,
seja obtida. Sendo ¢y o tempo inicial e fazendo u(tg) = 0,
os procedimentos acima fornecem [16]

4 2

c 2o
— 2 2
z(t)—zo—i-[oﬁ—i—c(t—to)] - (9)
Definindo agora por simplicidade tg = 0 e 29 = b (com
b:= c?/a), chegamos a

2q(t) = [ + 222, (10)

onde o indice ¢ foi adicionado por clareza de notagao.

Ao ser dividida por b e apds alguma algebra, a
Equagdo assume a forma [22(t)/b%] — (*t?/b?) =
1, dai o movimento em questdo ser conhecido como
hiperbodlico. Perceba ainda que u — ¢ para t — oo.

A Figura [I] apresenta o diagrama de Minkowski em
termos das coordenadas z,/b e ct/b, onde a trajetéria
descrita pela Equacéao é mostrada em linha sélida.
Note que a regiao sombreada é inacessivel a observadores
cujo movimento obedece a Equacao e que a linha
tracejada representando a trajetéria de um raio de luz (o
qual passa pela origem e viaja no sentido de z, positivo)
define o horizonte de eventos de tais observadores.

Act/b

7 Raiodeluz ~ -----

Linha de mundo do corpo

Figura 1: Diagrama de Minkowski em termos das coordenadas
zq/b e ct/b. A linha sélida representa a trajetéria de um corpo
dada pela Equagao ; a linha tracejada indica a trajetéria de
um raio de luz passando pela origem e viajando no sentido de 2,
positivo. Note que tal raio delimita a regido do espago-tempo
inacessivel para o corpo em questdo.
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2.2. Campo gerado pela carga em termos dos
potenciais

No referencial S, sejam r e r, as posicoes do observador
e da carga, respectivamente. Como a radiagdo eletro-
magnética viaja a velocidade ¢, o intervalo de tempo
entre sua emissdo em r, e sua deteccdo em r é At =
|r —ry|/c; definindo agora o instante de emissdo como o
tempo retardado t,., o instante de deteccao t é calculado
por
Ir —rg|

t=t,+—2. (11)

Note que na secdo 2.1 o simbolo t foi usado para
representar, de forma genérica, a varidvel tempo no
referencial S; por economia de notagao, daqui por diante
tal letra serd usada exclusivamente para designar o
tempo de detec¢do, conforme a Equagdo (11). Além
disso, por conveniéncia serdo empregadas coordenadas
cilindricas (p = [2% + 32|V, ¢ = tan " y/a] e 2 = 2)
por todo o restante da presente secao.

A velocidade v, da carga em S é obtida pela derivada
da Equacao em relagdo ao tempo e assumindo que
suas outras componentes sejam nulas. Temos entao

2,

@+ 22)in” (12)

vo(ty) =
a qual j& aparece em termos de t,, pois o valor de v, a
ser usado nos calculos deve ser aquele medido no instante
em que a radiagao é emitida. Podemos agora calcular os
potenciais escalar V' e vetor A gerados pela carga em
movimento (os potenciais de Liénard-Wiechert) a partir
de suas expressoes gerais [4]

q 1
V=-—"————— 13
dreg R— B, R’ (13)
HocCq Bq
A = _— 14
ir R—B, R’ (14)

onde B, = vq(t.)/e, R =r—ry,, R = |R|, g é a
magnitude da carga elétrica do corpo, €¢ é a constante
de permissividade do vacuo e ug é a constante de
permeabilidade do vécuo.

Como o corpo se move ao longo de z, a Equagao
fornece r,(t,) = (b +c*t,2)'/?2, j4 em termos de t,.; por
outro lado, temos r = pp+ zZ. Assim R assume a forma

R=r—r,t,)=pp+[z— 0>+ 2.2z (15)

Agora t, pode ser explicitamente calculado substituindo
a Equacio na Equagdo (1)), o que resulta em uma
equacao de segundo grau em t,.. As operagoes envolvi-
das em tais etapas sdo elementares porém trabalhosas,
resultando em

t(22 + 0%+ p? — A2t2) £ (z/c)s
2(22 — 2t?) ’

t, = (16)

onde s = [(22 +b* + p* — )% — 4b%(2? — **)]"/2. Na
Equacao devemos considerar apenas o sinal negativo
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da solugdo em razdo da causalidade [7] (ou seja, para
assegurar que t,. < 0 quando ¢ = 0.)

Da Equacao deduzimos imediatamente que R =
c(t — t,.), com t, dado pela Equagao ; manipulagdes
algébricas simples fornecem

ct(z2 —b? — p? — %) + 25
2(22 — c?t?)

R= (17)

Por outro lado, a substituicio da Equagao na
Equagao permite calcular 3, de forma direta:

ct(22 + 0%+ p? — A2t?) — 25
Z.
2(22 + b2 + p? — c%12) — cts

ﬂq = (18)

O denominador das Equagdes (13)-(14) pode agora
ser determinado facilmente como

R—pB,-R=ct—ct, — |B,][z — (b2 + cQtTQ)l/Q]
= ct — |Bylz, (19)

com ajuda da Equacao . As Equacgoes 1}
quando substituidas nas Equagoes 7 fornecem
finalmente

q (2% + b+ p? — *t?) — cts

V =
s(22 — c212) ’

2
47T€0 ( 0)

pocq ct(2? + b2 + p* — *t?) — zs
Z.

A =
4 s(22 — 2t?)

(21)

2.3. Calculo de B e E

Os campos B e E podem sem calculados em termos de
V e A por meio das expressoes [4, [17]

E--vy-24

o B=VxA; (22)

em coordenadas cilindricas as componentes desses cam-
pos assumem a forma [I7]

g . 9V _ 04 19V 04,
PT T 9p ot YT p0 ot
g 9V 04 _ 104, 944
0z ot TP pog oz’
04, 0A 170 9A
=% P p o | Lpa,) - L.
o= G =G B= 1| o) - 5]

A substituicio de A = (A4,,A44,A.) e V dados pelas
Equacoes 7 nas expressoes acima leva a célculos
diretos porém extensos e fornece ao final (note que A, =
Ay =0)

2qb?
E,=""1_ 2
0= reest P (23)
E, =0, (24)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0156



Evangelista

[ L (22 — 22— b — p?) (25)
2 wegsd ’
B,=B. =0, (26)
202 qb?
By=—--—t 27
¢ 53 ( )

Podemos demonstrar que as Equagoes 1) re-
presentam de fato um campo de radiagdo. Isso é feito
pelo cdlculo do vetor de Poynting S [4] correspondente
a tais componentes

1 1
Ho Ho

seguido pela integracao de S no angulo sélido €2 em torno
da carga, na forma [7]

2= [s.a(2) p0. 29
[s5 (i) )

O termo dt/dt, foi inserido na Equagao para que
a poténcia total & da radia¢do emitida seja uma taxa
de emissao de energia E em relacao a t,., ou seja,
P = dE/dt, [1]; além disso, i = R/R. Vale notar
que a Equacao é valida em qualquer referencial
inercial e ndo apenas naquele em que a carga esta
momentaneamente em repouso no instante da emissao:
tal propriedade é assegurada pelo presenca do fator
dt/dt, [1].

De acordo com [7], para o célculo da Equagio de-
vemos basicamente eliminar ¢ por meio da Equagéao ,
reescrever os termos do integrando em funcdo de cos§ =
[z — (0® + *t,2)Y/?]/R e sinf = p/R e tomar o limite
R — oo com ¢, fixo (caso o limite seja finito e diferente de
zero, configura-se a presenca de radiagdo). Por exemplo,
da Equagéo (11) temos

dt 1d M
:1+{p2—|— [z—(bQ—i-cth)l/Q] }

dit,ﬂ c dt,
L cty 2 — (0% + 212)1/?
(b2 + c2t2)1/2 R
=1- Ctir cos 6.

(b2 + CQt%)l/Z

Mais detalhes podem ser vistos em [7] e o resultado da
integral dada pela Equagao tem a forma
2T _ 24
3 3 3

(30)

A Equacao é justamente a férmula de Larmor
para a radiacdo emitida por uma carga g em movimento,
aplicada ao caso particular em que esta possui aceleracao
o constante [4]. E ttil mencionar que em [7] os autores
utilizam o sistema de unidades gaussiano e com ¢ = 1,
fornecendo & = 2¢%a?/3.
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3. Sistema de coordenadas de um
observador em repouso em um CG
estatico e uniforme

Até aqui foi suficiente a utilizacdo do formalismo da
relatividade especial, uma vez que todos os cédlculos tém
sido feitos em relacao a observadores inerciais. Por outro
lado, seré necessario também determinar as quantidades
fisicas em relacdo a um observador nao inercial. Embora
Rohrlich denomine seu referencial nao inercial como
um CG estatico e uniforme, veremos adiante que este
se trata apenas do espago de Minkowski submetido a
uma transformacao de coordenadas. A métrica utilizada
serve apenas como emulagdo de um CG em uma regido
suficientemente pequena, tal que a curvatura possa ser
desprezada.

Considerando a convenc¢dao do somatério de Einstein
e estabelecendo que todos os indices nas expressoes
seguintes assumem os valores 0, 1, 2 e 3, podemos
escrever a métrica correspondente ao caso em questao
na forma [5]

d0'2 = guydx“dx"
= —MAdt’ + Ndz° + Pdy® + Qdz®, (31)

sendo os termos M, N, P e () fungoes apenas de Z;
note que voltamos a usar coordenadas retangulares,
definindo (2%, 2%, 22,23) = (ct,7,7,%), onde a barra
acima das letras tem como proposito evitar confusao
com o conteudo da secdo 2. Vemos ainda, a partir
da Equagao , que o tensor métrico g,, possui as

componentes

-M 0 0 0
0 N 0 0
0 0 0 Q

Além de g, ser funcdo apenas de Z, impomos que a
curvatura do espago-tempo seja nula [], e isso implica
que a métrica deve satisfazer a equacao R%.5 =0, onde

ore ore
« _ Bd ﬁ"/ « «
R Bv T T 920 + ergé - Pwrg’v (33)

¢ o tensor de Riemann e I'®, 6 sdo os simbolos de

uv
Christoffel dados por [16] [18]

_ Y (34)

e :1 aff 8951/ 895#
i oxP |’

2 g Oxh ox?

Por outro lado, é usual que RaﬁwS seja colocado na
forma covariante por meio de

Raﬂ'yé = gaeREﬁry(S; (35)

nesse caso O temsor possuird as simetrias R,gy,s =
—Rﬁa,yg = —Ra@(s—y e Raﬂ'y& = R,yga/g, além de obedecer
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as relagoes de Bianchi Ragys + Ravss + Raspy = 0
16, [18].

Em principio R.g,s teria 4* = 256 componen-
tes, porém as simetrias e as relacbes mencionadas no
pardgrafo anterior reduzem a quantidade de componen-
tes independentes para apenas 20; de fato, no presente
caso apenas seis delas sdo diferentes de zero, a saberﬂ

Rowo1 = (4Q)"*NM, (36)
Ro202 = (4Q)"*PM, (37)
Ris1o = —(4Q) NP, (38)
Rosos = 2M — M~'M? — Q7'QM, (39)
Rizi3 =2N — N7'N? - Q7'QN, (40)
Rogos = 2P — P71P2 — Q71QP, (41)

onde, para tornar as expressdes mais compactas, utili-
zamos pontos acima das letras para indicar derivada em
relacdo a z. As Equacoes 1D foram obtidas pela
substitui¢io da Equagao (32)) nas Equagao 7 e
apds calculos elementares porém extensos.

Igualando as Equagoes 7 a zero, deduzimos
que pelo menos dois dos trés termos M, N e P devem ser
constantes [5]. Por outro lado, a métrica correspondente
ao limite newtoniano (CG fraco, estatico e com todas as
velocidades envolvidas < ¢) é dada aproximadamente
por [16]

20 ~
do? = — (1 + 02> ARdE + dT* + dy? + dF%,  (42)

sendo ® = ¢z o potencial gravitacional [5] tal que a
condi¢io de CG fraco se traduz por gz/c®> < 1. Assim,
para que a Equacao se reduza a Equagao em
tal limite, M deve ser fungdo de Z; consequentemente N
e P séo constantes e a comparacao entre a Equacao (31])
e a Equagao mostra que N = P = 1.

A bem da verdade, nao temos exatamente gsz3 = 1 no
limite newtoniano (o valor é ~ 1—2®/c?). Porém, como o
termo temporal da métrica é multiplicado por ¢2, a parte
espacial s6 é importante ao lidarmos com o movimento
da luz ou de corpos a velocidades relativisticas no CG.
Consequentemente, muitos textos escrevem a métrica do
limite newtoniano na forma da Equagao : veja por
exemplo a discusséo na se¢do 9.4 de [19].

Com as dedugoes acima aplicadas as Equagoes f
igualadas a zero, ficamos com (voltando a usar a
notagdo de Leibniz para as derivadas)

EM (dM\'  1dM  1dQ
2 =) - =T - TF 4
dz? ( dz) 0, (43)

3 Aparentemente hé dois erros tipograficos no lado esquerdo da
Equacéo (3.5) de [5]: falta uma “linha” (que indica derivada em z)
no termo mais & esquerda e o sinal do termo mais a direita esta
trocado; em [5], a Equagdo (3.9) é consequéncia da Equagdo (3.5)
e ja4 nao mostra tais erros.
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a qual pode ser resolvida com o uso de d[ln f]/dz =
f~1(df /dz) e fornece

Q=2 (44)

/i)

dz |~
Aqui 2 é uma constante determinada da seguinte
maneira: no limite newtoniano temos M = (1+2gz/c?),
daf @ = 2¢°/[c*(1 + 2gZ/c?)]; nesse caso é necessédrio
que 2 = c*/¢? para que Q — 1 quando gz/c? — 0.

Com todas as dedugdes acima, a métrica procurada
assume a forma

id\/M

do? = —Mc2dt® + dz2 + dy® +
g dz

2
] dz*. (45)

3.1. Transformacdo de coordenadas entre a
Equacao (45) e a métrica de Minkowski

Seja a métrica de Minkowski

ds? N dat dz”

= —cdt? + da® + dy* + d2?, (46)

em que usamos as mesmas letras que na se¢do 2 para
designar as coordenadas. Tal escolha ndo gera confusao
e é até mesmo conveniente, como veremos na proxima
secao.

Como discutido anteriormente, a métrica dada pela
Equacgao possui curvatura nula, ou seja, podemos
supor que existam transformagoes de coordenadas por
meio das quais a Equagao possa ser convertida na
Equacao e vice-versa. Isso exemplifica um conhecido
problema da geometria diferencial [16], a saber: descobrir
o conjunto de transformacoes de coordenadas (ou pelo
menos se existe algum) por meio do qual duas métricas
conhecidas podem ser convertidas uma na outra [20]. Tal
enunciado aparentemente simples é conhecido também
como problema da equivaléncia e representa, em geral,
um desafio matemaético de enorme complexidade [20].

Felizmente o caso envolvendo as Equagoes (45)—(46))
é particularmente simples e possui solucao, a qual pode
ser obtida de forma elementar: como um ansatz, seja
a transformacdo (¢,Z,7,Z) — (t,z,y,2z) dada pelas
equagoes

_ at _ Ot
= z = — —_— 4
t=1t(tz) —dt 8tdt+ agd?, (47)
rT=7 — dx = dT, (48)
y=y  —dy=dy, (49)
z=2(t,z) > dz = ﬁdf—i— %dﬂ (50)

ja com suas respectivas diferenciais; as quantidades
dt?, dx?, dy? e dz? sdo entdo obtidas por meio das

Equagdes ([47)-(50) e substituidas na Equagdo (46));
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como d%0 = d?S, as Equacoes f sao igualadas e

chegamos a
o\’ 9z\>
(@) - (&) =om o

9z\" 5 [ Ot 2_ c2d\/ﬂ2 59

(az) (c‘f)‘ g | P

0z 0z at ot

gzot Cozor

A Equacéo indica que podemos fazer 0t/0t =
VM cosh(kt) e 0z/9t = cv/M sinh(kt), onde k é uma
constante real a ser definida; integrando estas em ¢ obte-
mos t = (v M /k)sinh(kt)+tg e z = (ev/M /k) cosh(kt)+
zo, sendo tg e zo constantes de integracdo; substituindo
estes resultados na Equagao , deduzimos rapida-

mente que k = g/c. Por outro lado, ¢y e 2z sao escolhidas
tal que t = 0 e z = ¢?/g para t = z = 0, fornecendo

finalmente
t=¢ Smh ( ) , (54)
g c

(53)

x =T, (55)

y=7, (56)
. VM gt

z = ; cosh < A > . (57)

Em [5] o autor considerou tacitamente em suas dedugoes
que M = 1 para Z = 0 e tal condigdo foi assumida
aqui também na escolha de tg e zg. Isso é razodvel,
pois no limite newtoniano M(Z = 0) = 1. Note ainda
que a Equacao (53) é automaticamente satisfeita pelas
Equagoes e (57) e que a condigdo 2(z = 0,f =
0) = ¢?/g é consistente com a utilizada na dedugio da
Equagao (L0J).

4. O principio da equivaléncia
envolvendo cargas elétricas

Como discutido na segdo 3, a métrica utilizada por
Rohrlich, ou seja, a Equagao , nao representa um
CG real. Devemos entao ter em mente que os resultados
desta secao valem apenas para o presente caso e nao
devem ser extrapolados automaticamente para cendarios
envolvendo CGs reais.

4.1. Carga em repouso no CG

Seja uma carga elétrica em repouso em um CG como
o descrito na secdo 3: de que forma seria o camp(ﬁ
observado no referencial da carga S.,7 Uma abordagem
seria resolver as equacoes de Maxwell generalizadas para
espagos-tempos curvos no presente cenario, porém essa

4 Por clareza: de agora em diante o termo “campo” sempre se
referird ao eletromagnético; o gravitacional ja é escrito como CG.
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tarefa pode se revelar extremamente complexa. Por ou-
tro lado, hd uma alternativa engenhosa e relativamente
simples para lidarmos com o problema, a qual sera
explicada a seguir.

Consideremos um referencial S; em queda livre no CG
em questao: nele a carga mencionada no paragrafo ante-
rior teria uma aceleragao uniforme “para cima”. Note que
o caso aqui é o de um referencial inercial (queda livre em
um CG) observando uma carga com aceleragdo uniforme,
ou seja, é uma situagdo similar a descrita na se¢do 2.
Portanto, o campo observado em S; teria a forma dada
pelas Equagoes 7. Para que o determinemos no
proprio referencial da carga, basta que as Equagoes 7
(27) sejam transformadas tensorialmente de S; para Sg4
através das Equagoes 7, onde as coordenadas de
Si e S¢q sdo respectivamente (ct,z,y, z) e (ct, 7,7, Z).

Na formulacao tensorial do eletromagnetismo, B e E
sdo partes do tensor de campo Fj,, = 0,4, — 0, A,
(pyv = 0,1,2,3), tal que A* = (V/c,A) [M]. Para
calcularmos F,, no referencial S; fazemos inicialmente
A, = nuwA” = (=V/c¢,A), onde 1,, é o tensor
métrico da Equacao ; a seguir, usando coordenadas
cilindricas dadas por (z°,2%,2%,23) = (ct,p,0,2) e
observando as Equagdes (20)-(22), deduzimos que F),,
em S; tem a forma

0 —E,Jc 0 —E./c
E,/c 0 0 -B

E.Je By 0 0

Perceba que, diferentemente do tensor acima, as
Equagoes f estdo em coordenadas retangulares.
Entretanto no presente caso isso ndao é um problema:
os movimentos tratados aqui ocorrem apenas ao longo
do eixo z nos respectivos referenciais, de forma que
os termos das métricas envolvendo p e ¢ (ou z e y)
nao sao relevantes. Além disso, A, = Ay = 0 e
todas as grandezas eletromagnéticas em questdao sao
independentes de ¢.

A transformacao de F),

—= _ Oxt Oz
af — ﬁﬁ nvsy

onde o calculo das derivadas ¢é feito por meio

das Equa oes  ([54)) ., porém escrevendo as
Equagoes .i como p = pe ¢ = ¢ Fazendo

v para S¢g é na forma

(59)

entdo ( (ct, p, (b, Z), temos inicialmente
— — z t
For = —Fio = —%Ep + %B¢, (60)
— c dM
Foz=—F3=——— 61
03 30 29 dz (61)
_ _ 1 dM
Fi3=—-F3 = tE, Byl; 62
13 31 2M df [ -z ¢]7 ( )

cologando t, z, E,, B, e By em termos das coordenadas
t, p, ¢ e Z via Equacdes 7 e ap0s alguma algebra,
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chegamos a

_ _ E 2c5qM
Foo=-Fpp=—"L=-"""7, 63
01 10 c 7T50g353p ( )
_ _ F=
Fo3 = —F3=——
c
9 dM =2 2
o S
2meng®sd dz ct
F13 = 7F31 = 7§$ = 0, (65)
onde
1/2
ot gzﬁz 2

As tinicas componentes de Fag diferentes de zero sdo
Fo1, Fig, Fo3 e F3g e estas sdo independentes de Z.
Notamos entao que o campo descrito por F,g é de
natureza puramente eletrostatica, o que nos leva ao
primeiro resultado a ser destacado:

Resultado 1 Uma carga elétrica em repouso no “CG”
em questao ndo emite radiagdo quando observada em seu
préprio referencial.

Por fim, é instrutivo investigar rapidamente a forma
de E em S.: seja seu moédulo calculado como
E')¢ = T'Fo = g"g"F,Foi = g"g"FroFor +
g*3g"0F30Fg3. A partir da Equacio , vemos que
g = M, g = 1e g% = [(/9)(dVM/dz)]?
com isso e as Equagdes 7, ficamos com

q9° (67)

E = .
Teocd[(M + 1+ ¢2p2 /M2 — 4M]

Na aproximagdo de campo fraco, ou seja, usando M =
1+ 2gz/c?, E tem a forma

q9°

E- ;
Teo[4g2(Z2 + 5°) + 4939°Z /2 + g4p* /]

(68)

como estamos desprezando a curvatura, podemos cal-
cular a distancia radial R a partir do centro da carga
da mesma forma que no espaco euclidiano, ou seja,
R? = 724752, Com isso e desconsiderando os termos pro-
porcionais a ¢~2 e ¢* no denominador da Equacio ,
temos o campo aproximadamente coulombiano F =~
q/(4megR?).

Concluimos que as Equagoes f representam
campos coulombianos “deformados” pela presenga do
CG. A Figura 2] mostra o perfil de E de uma carga no
referencial dado pela métrica da Equacgao para o
caso M = 1+ 2gz/c? e usando coordenadas gp/c® e
gz/c?® (painel superior); para comparacdo, é mostrado
também o campo puramente coulombiano de uma carga
em um referencial inercial (painel inferior). Em ambos,
para melhor visualizagdo, os campos sao normalizados
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Figura 2: Em cima: perfil de E para uma carga em repouso
no referencial dado pela Equagdo para o caso M =1+
2gz/c*; embaixo: campo coulombiano da mesma carga em um
referencial inercial. Em ambos os casos E é normalizado pelos
respectivos médulos.

por seus respectivos modulos; além disso em ambas as
situagoes as cargas estdo em repouso na origem dos
respectivos sistemas de coordenadas.

Para um tratamento sofisticado com respeito a formas
de campos na presenca de gravidade, o leitor pode
consultar [21].

4.2. Carga e observador com acelerag¢ao uniforme
“para cima” em relacdo a um referencial
inercial

Seja agora o caso de uma carga elétrica com aceleracao
uniforme «, cujo movimento em relacao ao eixo z de um
referencial inercial S; seja descrito pela Equagao .
Inicialmente, seguindo a conhecida expressao da di-
latacao temporal dt = ~dr, onde dt é o intervalo de
tempo medido em S; e d7 o intervalo de tempo proprio
no referencial da carga [16], podemos calcular 7(t) na
forma

971/2

T t t *
/)wﬁz/%ﬁz/)1—<%“)> dt.
70 to Y to c

(69)
Os asteriscos indicam variaveis de integragdo, enquanto
vy(t) é dada pela Equagéo ; note que aqui ja nao
fazemos alusdo a ¢, e sim a t. Substituindo a expressao
de v4(t) na Equacéo , obtemos a integral

T“libmﬁiiyrmﬁt (70)

0
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a qual pode ser encontrada em tabelas ou resolvida
por meio de ferramentas online como a disponivel
em https://www.integral-calculator.com. Assim, consi-
derando 79 = to = 0 e lembrando que b = c*/a, a
integral fornece

= S ginnt (at> . (71)

(67 Cc

A inversio da Equagdo (71) resulta em ¢t =
(¢/a)sinh(ar/c); substituindo este resultado na
Equacgao , obtemos a coordenada z, da carga em
S; e ficamos com

tzgsth?), (72)
Zq = gcosh (%) . (73)

Note que, a nio ser pelo termo vM e pelas letras
diferentes para designar a aceleragao, as Equagoes
e tém a mesma forma das expressoes acima: compa-
rando ambos os conjuntos de relagoes, vemos que tanto
T quanto ¢ sdo os tempos nos referenciais da carga,
enquanto o lado esquerdo de cada conjunto representa
coordenadas de referenciais inerciais.

Podemos portanto aplicar aqui a mesma andlise usada
no cenario envolvendo a carga em repouso no CG:
o campo observado em S; tem a forma dada pelas
Equagoes 7, sendo portanto radiativo; por outro
lado, no referencial acelerado da carga tal campo teria a
forma eletrostatica dada pela Equagao com M = 1.
Somos entdo levados ao segundo resultado importante:

Resultado 2 Uma carga elétrica acelerada em rela¢do
a um referencial inercial ndo emite radiacdo do ponto de
vista de observadores coacelerados com a carga.

A auséncia de um fator como o M nas
Equacoes 7 é justificada pelo fato de a métrica
dada pela Equacao representar um CG “real”, no
qual existe um potencial dependente das coordenadas
(apenas Z em nosso caso), e v/ M incorpora tal carac-
teristica. Por outro lado, no presente cenério nao ha CG
envolvido: existe apenas uma carga acelerada uniforme-
mente em relagdo a um observador inercial. Tal detalhe
nao compromete a equivaléncia entre as duas situacoes:
com efeito, se na secao 4.1 considerarmos o observador
no plano Z = 0, ambos os casos tornam-se formalmente
idénticos pois M(z = 0) = 1. A similaridade entre
as Equacoes f e as Equacoes 7 decorre
do fato de estas representarem essencialmente o mesmo
sistema fisico, ou seja, a Equagdo (45) é a métrica
de um referencial de Minkowski acelerado. Com efeito,
se na secao 4.1 considerarmos o observador no plano
Z = 0, ambos os conjuntos de transformagoes tornam-
se formalmente idénticos pois M(z = 0) = 1.
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4.3. Carga em queda livre do CG

E interessante analisar ainda o caso de uma carga em
queda livre no CG: é facil deduzir que, do ponto de
vista de um referencial S; em queda junto desta, o
campo observado seria eletrostatico e coulombiano. Por
outro lado, em relagdo a um referencial S.; em repouso
no CG, a carga descreveria um movimento retilineo
acelerado. Somos inicialmente tentados a deduzir entdo
que o campo observado em S, teria a forma das
Equacgoes f. Porém nao é esse o caso por conta
de um fato importante: Sc, nao ¢ inercial.

Em [5] o autor indica um modo de se calcular os
campos em Scq, 0 qual consiste em escrevermos F),, nas
coordenadas de \S; e a seguir transforma-lo para S.4 por

meio da Equacao e das Equagoes f. Usando
coordenadas cilindricas (2%, 2!, 22, 23) = (ct, p, ¢, 2), as
componentes nao nulas de Fj,, em S; tém a seguinte

forma

E Ep
Fpp=-Fpo=—"2L=-2"2, 74
ot 10 c c R (74)

E, E z
Fps=—Fypp=——"L=—"2, 75
03 30 c c R (75)

onde E = q/(4meoR?) e R? = p?+22, com a carga na ori-
gem. Aplicando as transformagdes para as coordenadas
(ct,p,9,%Z) em Sgq, temos as componentes nao nulas

_ — vM pE t

F01 = —F]_O = —*LCOSh (g) s (76)
¢ R c

_ — c dM zE

Fo3=—Fgy= ————

03 30 29 dz R’ (77)
— — c pEdM gt
Fio=—Fao = — ——sinh | = 78

13 31 ngRdfsm <C>a( )

com z, p e R ja escritos em termos das novas coordena-
das.

Os resultados acima néo sdo mostrados em [5], porém
o autor afirma que estes sdo similares aos encontrados em
[22]. De fato, transformando as Equagdes (76)—(78) para
coordenadas retangulares e considerando a métrica de
Mgller [5, 23] onde M = (1+®/c?)? (a mesma usada em
[22]), obtemos expressoes semelhantes as Equagoes (31)
de [22]. As diferencas devem-se as convengoes de sinal
diferentes das usadas aqui e ao fato de em [22] o
movimento ser na dire¢ao x.

Nas referéncias supracitadas existe discussao a res-
peito da natureza das Equacoes f: em [22] ha
a conclusao de que elas nao representam um campo de
radiagdo, enquanto [5] afirma o contrario. O argumento
apresentado em [22] considera uma carga nos momentos
t e —t, nos quais ela tem mesma posicao e velocidades
de mesmo moédulo porém sentidos opostos; o calculo
de T, permite deduzir que em ambos os instantes
as distribuicoes de densidade de energia e momento
do campo sdo as mesmas; por outro lado, o vetor de
Poynting tem mesma magnitude mas difere em sinal e,
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dada a simetria entre ambas as situagoes e notando que a
energia mecanica da particula é a mesma, o autor conclui
entdo que entre t e —t ndo ha energia sendo retirada do
sistema via radiagao.

Ja em [5] afirma-se que as Equagdes (76)—(78) repre-
sentam radiagdo com a condicao de que consideremos
apenas os campos retardados, ou seja, a situacao em que
t > t. (ou R > 0, sendo os campos avancados caracteri-
zados por R < 0). O raciocinio é como segue: as situagoes
em t e —t de [22] sdo interpretadas respectivamente
como configuracoes simétricas de campos retardados
e avancados, cujas contribui¢cbes para a radiagdo se
cancelam exatamente; sem o campo avancado, a simetria
é quebrada e portanto existe radiagao total emitida.

Segundo [5], [7], esse desacordo quanto a existéncia de
radiacdo deve-se ao fato de a condi¢do R > 0 ndo ser
automaticamente satisfeita pelos potenciais estudados
aqui, devendo ser assegurada explicitamente. Com efeito,
note que a condicdo de causalidade ¢ > t,. imposta
em meio as dedugbes da se¢do 2.2 ja se perde na
Equacao (17): vemos que R em principio pode ser
negativo, visto que nao hé restri¢ées a priori quanto aos
valores de z, p e t [7].

5. Discussoes finais e conclusoes

Nas sec¢Oes anteriores nao mencionamos o fendémeno
da reacdo a radiagdo, e além disso foi tacitamente
considerado que corpos neutros e carregados caem com
a mesma aceleracdo em um CG. Em principio isso pode
soar inconsistente, ja que a radiacdo emitida deve exercer
uma forca de reacao sobre a carga, fazendo com que esta
caia com aceleragao menor do que a de um objeto neutro,
sendo a energia conservada no processo: a aceleracdo
diminui pois uma parcela da energia mecéanica e do
momento sdo transportadas pela radiacdo. Mas veja que
tal forga de reacao para uma carga movendo-se no eixo z
é calculada como [4, [I7] (também conhecida como forga
de Abraham-Lorentz)

g _ @z ¢ da
rad 6megcd dt’

6me dt3 (79)
a qual é zero em movimentos retilineos uniformemente
acelerados ja que « é constante.

Deduzimos que, embora haja radiacao, Fi,q = 0 em
nosso caso e corpos carregados e neutros desenvolvem
a mesma aceleracdo em queda livre. Isso torna tudo
confuso pois parece que a energia nao é mais conservada.
Qual a fonte da energia transportada pelas ondas?
Alguns autores chegaram mesmo a deduzir que cargas
em aceleracdo uniforme nao irradiam em virtude de
nao haver forca de reacdo, com destaque para Richard
Feynman [24].

Em sua abordagem Rohrlich considerou que a energia
da radiagao vem do préprio campo ao redor da carga,
onde fica confinada na forma da chamada “energia de
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Schott” [25]. Assim, quando uma carga acelera uni-
formemente, a poténcia da radiacdo é exatamente a
taxa de variacdo negativa da energia de Schott [7, 25].
Tais conceitos sdo ainda bastante obscuros, com varias
interpretacgoes e controvérsias: veja por exemplo [4] [7)
17, [25], 26], entre varios outros estudos.

Outra questao que deve ser respondida é a respeito
da situacdo em que a carga esta acelerada em relacdo a
um referencial inercial. Nesse caso, por que observadores
coacelerados nao detectam a radiacao? Para onde ela
“vai”? Mais uma vez o assunto é complexo e vamos ado-
tar o argumento apresentado em [8| [27], colocado aqui
de forma muito resumida: conforme discutido na segao
2.1 (veja Figura [l]), referenciais acelerados possuem
horizontes de eventos e portanto ha partes do espago-
tempo que lhes sdo inacessiveis; acontece que a radiacao
de cargas coaceleradas “cai” nessas regides tornando-
se indetectaveis para tais observadores, os quais perce-
beriam apenas um campo coulombiano “deformado” e
sem natureza radiativa. Argumento semelhante pode ser
aplicado ao cenario da carga em queda livre.

Concluindo, apresentamos aqui a abordagem de
F. Rohrlich para o problema do principio da equivaléncia
envolvendo cargas elétricas. Analisamos os cenarios com
carga em repouso no CG, em queda livre e acelerada
uniformemente em relagdo a um referencial inercial,
nos quais deduzimos de forma geral que observadores
coacelerados com a carga nao detectam radiagao.

Como sumério, a Figura [3] esquematiza as situagoes
deduzidas no presente artigo. Os painéis da esquerda
mostram os casos em que a radiagdo é observada, e de
cima para baixo, temos: observador em repouso no CG e
carga em queda livre; observador em queda livre e carga
em repouso no CG; e observador acelerado em relagao a
uma carga inercial. As imagens & direita (e de cima para
baixo) representam os cenérios em que nao hé radiacdo
em relagao ao observador: este e a carga em repouso no
CG; ambos em queda livre no CG; ambos acelerados em
relacdo a um referencial inercial.

Os resultados apresentados aqui devem ser considera-
dos apenas como uma contribui¢do para o entendimento
da aparente incompatibilidade entre o principio da equi-
valéncia e cargas elétricas, e isso decorre principalmente
do fato de o “CG” considerado por Rohrlich nao ser
real; com efeito, dado que a curvatura é definida como
sendo nula, tal sistema nao inercial é apenas a métrica
de Minkowski submetida a uma transformagcao de coor-
denadas. Sendo assim, os sistemas descritos aqui como
“CG estéatico e uniforme” e “acelerado para cima” corres-
pondem & mesma situagao fisica, e um tratamento que
pretenda de fato verificar de forma mais geral o principio
da equivaléncia com cargas elétricas deve incluir um CG
real. No entanto, o trabalho abordado no presente artigo
é interessante do ponto de vista histérico, ja que serviu
de base para diversos outros trabalhos; além disso, ele
serve como motivacdo e introdugdo para tratamentos
mais recentes e abrangentes sobre o problema.
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Figura 3: Representacdo das diversas situa¢des envolvidas no
presente artigo. A existéncia de radiac3do, indicada por linhas
onduladas, é sempre em relagdo ao observador. llustragdes
feitas a partir de imagens encontradas em https://publicdomain
vectors.org/| e https://www.hiclipart.com /.
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