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Resumo:Este trabalho tem por objetivo analisar a estabilidade do movimento rotacional desatélites artificiais
simétrico (com dois momentos principais de inércia iguais) em drbitacircular sob a influéncia do torque de
gradientede gravidade, usando as variaveis deAndoyer. O método utilizado neste trabalho para analisar a estabilidade
é o teorema deKovalev e Savchenko,o qual requer a redugdo da Hamiltoniana na forma normal até quartaordem, por
meio de transformacfes candnicas em torno dos pontos de equilibrio. Os coeficientes da Hamiltoniana normal séo
indispensaveis no estudo de estabilidade ndo linearde seus pontos de equilibrio de acordo com as trés condigdes
estabelecidas no teorema.Aplicacdes sdo realizadas para satélites de pequeno porte, com dados similares ao primeiro
Satélite Brasileiro de Coleta de Dados - SCD1, utilizando o software MATHEMATICA. Diversos pontos de
equilibrioestaveis foram determinados e regides de equilibrio ao redor destes pontos foram estabelecidas através de
variagBes na inclinagdo orbital e nos momentos principais de inérciado satélite. Em comparagdo com trabalhos
anteriores os resultados mostram um maiornimero de pontos de equilibrio e uma otimizagdo no algoritmo de
determinacéo da formanormal e na andlise de estabilidade, devido a possibilidade de inclusdo de calculo analiticodos
coeficientes da Hamiltoniana normal de quarta ordem. Assim, a utilizacdo das varidveisde Andoyer se mostra
adequada para a analise da estabilidade do movimento rotacional,podendo ser Util em analises de missGes espaciais.
Salienta se que o lancamento do satéliteem regides de estabilidade pode contribuir para a manutencao da atitude do
satélite, podendo gerar uma economia de combustivel através de um menor nimero de manobras deatitude para
manter a atitude desejada da misséo.
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1. INTRODUCAO

A anélise de estabilidade do movimento rotacional de um satélite levando em conta a influéncia dos torques
externos é muito importante na manutencdo da atitude para assegurar o sucesso de uma missdo espacial.

Pontos de equilibrios e/ou regides de estabilidade sdo estabelecidas quando parcelas associadas a torques externos
atuantes no satélite sdo incluidas nas equacfes de movimento rotacional. Neste trabalho o torque externo considerado é
o torque de gradiente de gravidade.

As variaveis de Andoyer sdo utilizadas para descrever o movimento rotacional do satélite, de modo a facilitar a
aplicacdo de métodos de estabilidade de sistemas Hamiltonianos.

As variaveis candnicas de Andoyer (Kinoshita, 1972)sdo representadas pelos momentos generalizados (L,,L,,L3) €
pelas coordenadas generalizadas (¢4, ¢, ¥3) € estdo esquematizadas na Fig. (1). As variaveis ¢, ¥, €3 sdo angulos
relacionados com o sistema do satélite Oxyz (com eixos paralelos ao sistema de eixos principais de inércia do satélite) e
0 sistema equatorial 0XYZ (com eixos paralelos ao eixo do sistema equatorial da Terra). As variaveis métricas de

AndoyerL,, L,, L;sdo definidas como: L, é o moddulo do vetor momento angular de rotagao TZ L, e L; sdo,
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respectivamente, a projecéo de E no eixo z do sistema de eixos principal de inércia (L, = L, cos J,, onde J, é 0 angulo
entre o eixo do satélite z e L_Z)) e a projecdo de L_Z) no eixo equatorial Z (L; = L, cos I,, onde I, é 0 angulo entre o eixo
equatorial Z e L,).

A Plano perpendicular ao
eixo principal de inércia

Zm

Plano perpendicular ao
vetor momento angular

Plano equatorial

¥

Figura 1. Variaveis de Andoyer

A estabilidade ndo linear dos pontos de equilibrio do movimento rotacional é aqui analisada pelo teorema de
Kovalev e Savchenko (1975), que requer a Hamiltoniana normalizada em torno dos pontos de equilibrio.

Assim com a Hamiltoniana do problema, os pontos de equilibrio das equacfes de movimento séo encontrados, de
modo a transformar a Hamiltoniana em sua forma normal até a quarta ordem. Deste modo pode-se verificar se 0s pontos
de equilibrio, que sdo linearmente estaveis, permanecem estaveis sobre influéncia dos termos de ordem superior da
Hamiltoniana.

Neste trabalho foram feitas simulagfes numéricas para um tipo de satélites artificiais hipotéticos simétricos e em
oOrbita circular, aqui classificado como de pequeno porte, de acordo com suas caracteristicas fisicas e geométricas.

2. HAMILTONIANA E EQUACOES DE MOVIMENTO

As variaveis de Andoyer, definidas na secdo anterior, sdo usadas para caracterizar 0 movimento rotacional de um
satélite ao redor de seu centro de massa e as variaveis de Delaunay descrevem o movimento translacional do centro de
massa do satélite ao redor da Terra (Kinoshita, 1972).

As variaveis de Delaunay (L,G,H,l, g, h) sdo definidas como: L = Myua -G =LVl —e2 H=Gcosl, | é a
anomalia média, g é o argumento do perigeu, h é a longitude do nodo ascendente, M é a massa do satélite, u é o
pardmetro gravitacional de Terra, I é a inclinacdo da 6rbita, a é 0 semieixo maior e e € a excentricidade orbital.

Aqui é assumido que o satélite tem ¢rbita circular e conhecido, de modo que o enfoque principal do trabalho é
apenas 0 movimento rotacional do satélite.Neste caso a Hamiltoniana do problema é expressa em termos das varidveis
de Andoyer e das variaveis de Delaunay (Zanardi, 1986) da seguinte forma:

F(Lll LZ! L3! f1! '£21 €31 L! G; H; l; g; h) = FO (L! fl! Ll) LZ) + Fl(th L2) L3; '£2; €3; L; G; H; l; gr h); (1)

em que F, é a Hamiltoniana ndo perturbada e F, é o termo associado com a Hamiltoniana do torque de gradiente de
gravidade, respectivamente descritas por Zanardi (1983):

a1 1)y 2 11 1Y, 2\ (L L\ 2_ 2
ko = 212 +2((c 24 2B)L1 +2(A+B)L2)+4(B A)(LZ Ly )COSZ{)l’ @
4316 A _
Fy = P (B L) + 5 Ay (8 L), 3)

emque m =23 en=123; A B e C sdo 0s momentos principais de inércia do satélite; /4, e £, sdo funcbes das
variaveis (£,,,L,), onde ¢, e £; sdo argumentos dos cossenos presente na Hamiltoniana. Sua forma completa é
apresentada em Silva(2012), considerando o satélite em érbita circular.

Logo, as equagdes de movimento associadas a Hamiltoniana, sdo dadas por:

ae; _ oF
at _ aL;’ .

dL; oF (t=123) (4)

a o ag’

Essas equaces sdo utilizadas para encontrar os possiveis pontos de equilibrio do movimento rotacional.
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Nesse estudo, € também considerado que o satélite possui dois de seus momentos principais de inércia iguais,
B = A. Com essa relacdo, a variavel £; ndo estara presente na Hamiltoniana (ver Eqg. (2)), reduzindo o sistema dindmico
a 2 graus de liberdade, condicéo necessaria para aplicagdo do teorema de estabilidade utilizado.

3. FORMA NORMAL DA HAMILTONIANA DO MOVIMENTO ROTACIONAL
3.1. Forma normal da Hamiltoniana de 22 ordem

Determinar a forma normal de um sistema hamiltoniano, nada mais é que obter uma Hamiltoniana de uma maneira
conveniente ao estudo a ser realizado, ou seja, via uma transformacdo polinomial de coordenadas (canbnicas para
sistemas Hamiltonianos), obtém-se uma simplificacdo de um sistema dindmico nas vizinhancas de um ponto de
equilibrio.

Suponha que, sem perda de generalidades, o ponto de equilibrio de sistema hamiltoniano com 2n dimensGes seja
estavel e que todos os n autovalores associados ao sistema linear reduzido sejam distintos. Dizemos que 0s autovalores
w,, satisfazem uma relacdo de ressonancia de ordem K se existir 2n nimeros k,, inteiros, diferentes de zero.

ey, + -+ + knwy =0, eyl + -+ [kn] = K. ()

Dessa forma, ap6s uma transformacdo candnica linear por intermédio dos autovalores associados, a Hamiltoniana
normal de 22 ordem H;* é dada por (Machuy, 2001; Vilhena de Moraes, 2009):

* wj
H; = 7]'1:17](%2 +p,°)- (6)
3.2. Extenséo da forma normal da Hamiltoniana para ordens superiores

Estendendo o processo de normalizacdo da Hamiltoniana para ordens superiores (H;, Hj,...), a Hamiltoniana
normal em termos das variaveis q; e p;€ expressa por Stuchi (2002) como:

H(aj,p;) = i 5H(a® + ;%) + Hi(a),07) + Hilapp) + ()

2

Para obter-se a Hamiltoniana normal de H3, H,,..., € necesséria a utilizacdo do método de Lie-Hori. De acordo com
Stuchi (2002), é conveniente que a Hamiltoniana normal seja escrita em varidveis complexas antes de usar tal método.
Essa mudanga de varidveis é dada por:

6; = 7 (% + i),

(8)
1 /.
pj =7 (ix; +;),
com inversa dada por:
1 .
X =7 (q; —ip)),
1, 9)

v =7 (=iq; +p)).

Assim, a Hamiltoniana até a 42 ordem nas variaveis complexas é representada por (Stuchi, 2002):

H*(x;,5;) = Ejoy iwpxy; + H3 (x,9;) + Hi(x,97) + -+ (10)
em que H;(x;,y;) e H;(x;, y;) podem ser expressos em uma forma compacta como:

H;(6,Y) = Xjaj+ip1=3 M3.ap X“VP, (11)

Hy(x,y) = Z|a|+|ﬁ|=4 h4,a,ﬁ x“yﬁ, (12)

que estdo expressos em Cabette (2006) e em Formiga (2009) assumindo «, 8 > 0.

Dessa forma temos a Hamiltoniana escrita em variaveis complexas, lembrando que H, ja se encontra
normalizado.agora precisa-se aplicar o método de Lie-Hori para encontrarmos a forma normal para ordens superiores
H3(x,y), Hy(x,y).

A forma normal é obtida da expansdo da Hamiltoniana em série de Lie dada por (Hori, 1966; Ferraz-Mello, 2007).

HPv = B+ (H,G) + 3 (7, 63,6} + 5 ({04, 63,.6), 6} + (13)
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em que H™"2 ¢ a Hamiltoniana normal com termos em todas as ordens obtida através de transformagdes candnicas nas
vizinhancas da identidade, G = G (x;,y;) € a funcdo geratriz que também é considerada uma série de poténcia, em que
cada grau de G,,é uma soma de polindmios homogéneo de grau n e {H*, G}¢é o parénteses de Poisson de ordem r + s —
2, emque r e s representam a ordem dos polinbmios H* e G respectivamente.

A nova Hamiltoniana H™°Y* ap6s a transformacao candnica nas vizinhancas da identidade pode ser expressa como
(Vilhena de Moraeset. al., 2009):

Hnova — H;lova + H;zova + H;zova 4. (14)

De modo que a nova Hamiltoniana, ordenada em grau, pode ser expressa seguindo a forma (Stuchi 2002; Ferraz-
Mello 2007):

Grau 2: HPove = H, (15)
Grau 3: HPY = H} + {H;, G5}, (16)
Graud:  HJo"® = Hj+ {H3,Gs} + - {{H3, Gs}, G} + (H;, G}, 17)

Este procedimento nos permite obter o nimero minimo de mondmios ndo ressonantes definidos em Machuy (2001),
ou seja, a funcéo geratriz G,, é escolhida de modo a eliminar da Hamiltoniana total nas variaveis complexas (5.13) os
mondmios nos quais x; e y;tenham expoentes diferentes do grau desejado, restando apenas 0s mondmios que carregam
a ressonancia intrinseca dos sistemas Hamiltonianos.

Dessa forma, tem-se a Hamiltoniana normal nas variaveis complexas separadas por grau como (Formiga, 2009):

Grau 2: H;lova = i(l)lxlyl + iwzxzyz, (18)
Grau 3: HIove = , (19)
Grau 4: HPOY® = 815 (x1y1)? + 812(x1y1%2Y2) + 822 (x2Y2)%, (20)

em que w;(j = 1,2) é a parte imaginaria dos autovalores associados a matriz definida pelo produto de uma matriz
simplética de ordem 4 com a Hessiana da Hamiltoniana expandida em série de Taylor até 22 ordem em torno do ponto
de equilibrio; &;; sdo coeficientes reais obtidos da combinagéo dos hk,a,ﬁx"‘yﬁ (k = 3,4).

Porémpara o estudo de estabilidade de Kovalev e Savchenko (1975) é necessario que a Hamiltoniana normal esteja
em variaveis reais, assim aplica-se a mudanca de variaveis da pela Eq. (9) e tem-se a Hamiltoniana normal no formato
desejado expressa como (Cabette, 2006; Formiga, 2009):

Grau 2: Hpeve = % (g2 +p®) + %(qz2 + p,2), (21)
Grau 3: H}°v® = 0, (22)
Grau 4: H"% = 815 (qa* +pi* + 261121712) + 512(‘112‘122 + ‘thzz + p12QZ2 + pizpzz)

+652(q2* + p2* + 24,7, (23)

em que §;; sao expressos analiticamente por Formiga (2009).

4. FORMA NORMAL E O TEOREMA DE ESTABILIDADE DE KOVALEV E SAVCHENKO

Seja a Hamiltoniana H uma funcdo analitica de coordenadas (g,) e momentos generalizados (p,) para um ponto P
fixo. Sua forma normal representada por F£ € expressa por:

H =32 2R, + 32y LR Ry, + Os, (24)
em que O representa termos de ordem superior; w, € a parte imaginaria dos autovalores associados a matriz definida
pelo produto de uma matriz simplética de ordem 4 com a Hessiana da Hamiltoniana expandida em série de Taylor até 22
ordem em torno do ponto de equilibrio (Cabette, 2006; Formiga, 2009); &, ,, dependem dos autovalores w, e dos
coeficientes da Hamiltoniana expandida em série de Taylor de 32 e 42 ordem em torno do ponto de equilibrio que sdo
apresentados analiticamente em (Formiga, 2009); e

R = G + P® com m=1,2 (25)

A andlise da estabilidade é aqui realizada através do teorema deKovalev e Savchenko(1975) que garante que o
movimento é Liapunov estavel se as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

i. Os autovalores do sistema linear reduzido sdo imaginarios puros +iw, € tiw,;
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ii. Acondicdo
kiw; + kyw, =0 (26)
¢ valida para todo k, e k,inteiro satisfazendo a desigualdade.
lkql + kol < 4 27)
iii. O determinante D deve satisfazer a desigualdade
D = —(611w;% = 28,0105 + 820,%) # 0 (28)

em que g, ,, sdo os coeficientes da Hamiltoniana normal de quarta ordem.
Assim, para analisarmos a estabilidade dos pontos de equilibrio é necessério determinar os coeficientes w, e 6,
gue sdo associados com a Hamiltoniana normal de segunda e quarta ordem como apresentado na Eq.(24).

5. SIMULACOES NUMERICAS

Considerou-se um tipo de satélite: pequeno porte (PP), que possui caracteristicas orbitais similares ao Satélite
Brasileiro de Coleta de Dados SCD-1 (Kuga, 1999). Considerou o também em uma érbita circular, para simplificar a
Hamiltoniana e as equac¢@es de movimento do problema.

A Tabela(1) a seguir, mostra um resumo quantitativo dos pontos de equilibrio encontrados e de sua estabilidade,
segundo o critério de Kovalev e Savchenko. Verifica-se que a condi¢do de equilibrio ndo linear ndo satisfeita, esta
relacionada com os autovalores com parte real ndo nula (ndo imaginarios puros) ou com autovalores reais.

Tabela 1. Resumo quantitativo da classificacdo dos pontos de equilibrio

Total de pontos Pontos

Satélite L . Pontos instaveis
de equilibrios estaveis
43
PP-1 50 7 Falha na 1%condicdo Falha na 2tcondicédo Falha na 3%condicdo
43 0 0

Encontramos no total: 50 pontos de equilibrios para o satélite PP-1 sendo apenas 7 Liapunov estaveis. Na Tab.
(2)sdo apresentadosos pontos de equilibrio Liapunov estaveis encontrados nas simulagdes numéricas.

Tabela 2. Pontos de equilibrio Liapunov estaveis do satélite PP-1

Pontos de equilibrio Li(kgkm?/s) L,(kgkm?/s) Ly (kg km?/s) I,(rad) I3(rad)
PP-11.4 5,8367 * 107* 4,0802 * 107* 1,9716 « 107* —0,00749 0,07
PP-14.3 —2,675% 107 9,3596 % 107° 6,5103 % 107 0,007 0,9
PP-15.2 2,3630 % 10712 1,8226 % 1071° 9,2602 10711 0,066484 0,4
PP-15.3 2,4612 % 10712 1,6284 * 10710 8,2368 % 10711 0,0658 0,4
PP-16.1 2,6936 x 1077 2,0792 % 1075 1,0563 * 1075 0,06656 0,4
PP-18.2 4,3757 % 107° 1,8920 « 107* 9,4683 * 107° 0,060383 0,4
PP-18.3 2,7208 * 10712 1,5715 % 10710 7,9329 10711 0,063797 0,4

Na Tabela3é apresentado para o ponto de equilibrio Liapunov PP-1 1.4, os valores dos angulos I, J,, a velocidade

de rotacdo w e o periodo de rotacdo T, sendo I, o angulo entre L, e o eixo equatorial Z, J, o angulo entre L, e o eixo do
satélite z. Se os angulos I, e J, forem nulos as variaveis de Andoyer ¢, £, e £5 ficam indeterminadas.

Tabela 3. Analise de possiveis singularidades para o ponto de equilibrio PP-1 1.4

Ponto de equilibrio do satélite PP-1

I,(rad) J2(rad)
2,20566 0,862451

Ponto de equilibrio
PP-11.4

w(rad/s) T(s)
0,00373909 1680,4

Tal andlise foi realizada em todos os pontos de equilibrio encontrados nas simulacfes realizadas.
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6. ANALISE QUALITATIVA DE ESTABILIDADE EM TORNO DO PONTO DE EQUILIBRIO

O comportamento na vizinhanca do ponto de equilibrio Liapunov estavel PP-1 1.4,apresentadona secdo anterior, foi
estudado através de pequenas variagdesem trés parametros: momento principal de inércia no eixo x (A), momento
principal deinércia no eixo z (C) e inclinagdo orbital (I).

Esta analise se justifica pela necessidade de se conhecer regifes de estabilidade associadas com variacdes de tais
parametros que podem influenciar na estabilidade lineare/ou estabilidade ndo linear do ponto de equilibrio.

Dessa forma pode-se:

e Encontrar regides em que esteja garantida a estabilidade linear segundo varia¢fes desses parametros;
e Tomar conhecimento sobre o comportamento do determinante de Arnold segundo variacGes desses
parametros, ou seja, quéo préximo este ponto estavel pode estar da instabilidade ndo linear;

O estudo foi realizado seguindo o algoritmo apresentado Silva (2012), utilizado para determinacdo da forma normal
e analise de estabilidade emque é necessario substituir os pardmetros constantes e o préprio ponto de equilibrio
emestudo na Hamiltoniana, lembrando que € necessério fazer uma substituicdo de varidveispara que o ponto de
equilibrio seja a nova origem do sistema e coordenadas.

Assim, com a Hamiltoniana em funcdo de (4, C e I), pode-se verificar como oponto de equilibrios PP-1 1.4, que é
Liapunov estaveis, se comportam compequenas variacdes desses parametros por meio da analise qualitativa do teorema
de estabilidade de Kovalev e Savchenko (1975)

Para cada um dos pontos de equilibrios, sdo feitas as seguintes andlises:

6.1. Comportamento da estabilidade linear
6.1.1. Andlise da 12 condi¢do

Como o desenvolvimento do algoritmo da forma normal e andlise de estabilidade para o ponto de equilibrio PP-1
1.4em questdo, obtém-se resultados analiticos para os autovalores A; que s&o expressos como:

(29)
(30)

Verificou se para quais condi¢Ges dos parametros A, C e I, fazem com que asfuncbes dentro das raizes (a(4, C,1) e
b(A4, C, 1)) sejam menores que zero. Nessa situacdoos autovalores sdo obrigatoriamente imaginarios puros.

Caso I: Ay = 3,9499 « 10~ tkg km?

_Regifol _Regifio2
0.000015 i 0.000015 H
5 »
§ 0.00001 g  0.00001 g
k) 1 E 1
O o
51078 —--—~- I 5.x1078F----- i
07\ 1 1 1 1 0’\ I I I I
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
T (rad) T (rad)

Figura 2. Regibes para a(4,,C,I) > 0ea(A4,,C,I) < 0eparab(4,CI) > 0ea(Ay CI) < 0,considerando o
momento principal de inércia 4y = 3,9499 = 10~ 1kg km?

A Figura (2) apresenta o resultado da estabilidade linear para 0 momento principal deinércia A constante, com
variagcbes no momento principal de inércia C e na inclinagdoorbital I. Na Regido 1 da Fig.(2), em azul, tem se regides
em que a(4y, C,I) < 0 ondeos autovalores A, e 1, sdo imaginarios puros. Na Regido 2 da Fig.(2), em azul, temse
regides em que b(A,, C,I)) < 0 onde os autovalores A; e A,também séo imaginarios puros.Neste caso, observando as
Regibes 1 e 2 pode-se determinar em que condi¢cdes podemosvariar os pardmetros I e C, para que seja garantida a
estabilidade linear do ponto deequilibrio PP-1 1.4.

Salienta-se que, em ambas as regifes, para o ponto de equilibrio analisado,observaram se que para 0s momentos
principais de inércia sdo iguais (C = A) temos instabilidade linear. Essa configuracdo corresponde a uma distribuicéo
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uniforme de massa dosatélite, ou seja, todos 0os momentos principais de inércia seriam iguais (A = B = C).Nessa
situacdo, o torque de gradiente de gravidade atuante no satélite se anula (verEg. (2)) e o movimento rotacional se
caracteriza por um movimento livre de torques externos.

Outra caracteristica observada, é que em baixas inclinagdes o ponto de equilibrioPP-1 1.4 também se torna
linearmente instavel (ver Fig. (2)). NaEq. (2), apresentada de forma completa em Silva (2012), verifica-se que para
pequenas inclinagcBes, a maioria dos termos da Hamiltonianaassociada ao torque de gradiente de gravidade séo
eliminados. Assim, com os termosrestantes da Eq. (2), a influéncia do torque de gradiente de gravidade gera
instabilidade linear nessa configuracéo de inclinacdo orbital.

Além disso, pode se verificar que em todas as seis regides, para a configuracaooriginal de A, C e I, os autovalores
sdo imaginarios puros, confirmando o resultado obtidonumericamente de estabilidade linear do ponto de equilibrio PP-1
14.

6.1.2. Andlise da 22 condicéo

Apobs essa primeira analise da estabilidade linear do ponto de equilibrio em estudo, foi verificada se a inequacéo
kiw; + k,w, # 0 é vélida para todok, e k, inteiro satisfazendo a desigualdade |k,| + |k,| < 4. Ou seja, para que
valores dosparametros em estudo A, C e I, a inequacdok,w, + k,w, # 0 € satisfeita, lembrando quew; e w, sdo
fungdes de a(A4, C,1) e b(4, C, ) respectivamente, que sdo observados em:

iw, (31)
iw, (32)

I
=+ H+

A4
A2

a(4,
b(4,

= .’L
RIER]
ol
i
I+ I+

Caso I: Ag = 9,855% 107k g km?eC, = 13+ 107 %kg km?

— h=eh

h=Dek=2
— netei=

ek
Ry +hgen — h=lei
0012+
0010+
0.008
0.006
0.004

0.002 1

— T (rad)
Lo

Figura 3. Segunda condicdo, analisando se a inequacao kyw, + k,w, #* 0¢ verdadeira parak; > 0ek, > 0,
considerando Ay = 9,855 * 10 %kg km? e C, = 13 « 10 °kg km?

Analisando as curvas das Fig. (3) percebe-se que a 22 condi¢do do teorema de Kovalev e Savchenko € satisfeita para
I > 0,1651rad, ou seja, para diferentes valores de k; e k, inteiro sempre obedecendo a relacdo |k,| + |k,| < 4,temos
kiw; + k,w, =0 paral > 0,1651rad, resultado j& esperado, pois para ser garantida a estabilidade linear os
autovalores além de serem imaginarios puros devem ser ndo ressonantes entre si.

6.2. Comportamento da estabilidade ndo linear
Esse topico consiste na analise da 32 condicdo, verifica-se o determinante de Arnold Dsatisfaz a desigualdade em
funcdo dos pardmetrosem estudo 4, C e I.

Casol: 4, = 9,855%10"%kgkm?eCy, = 13 10 %kg km?
Na Figura (4), observa-se que com essa configuracdo de A e C, ndo existem inclinagbes que conduzem o

determinante de Arnold a zero, para o ponto de equilibrio PP-1 1.4, isso dentro do limite imposto pela 12 e 22 condigdo
para valores de inclinacdo, ou seja, para esses valores de inclinacdo o ponto de equilibrio em estudo é Liapunov estavel.
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Figura 4. Determinante de Arnold em funcéo da inclinago orbital I considerand A, = 9,855 * 10 kg km? e
Co = 13+ 10 %kg km?

Para o intervalo 0 <1 < 0,1651rad, ndo temos solucdo para o determinante de Arnold, pois com essa
configuracdo os autovalores sdo reais ou ndo imaginarios puros, que corresponde a ndo existéncia de estabilidade linear,
como ja visto anteriormente de acordo com as Fig.(2) e Fig. (3). Para I > 0,1651rado determinante de Arnold
apresenta resultados diferentes de zero.

7. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma andlise semianalitica da estabilidade do movimento rotacional considerando a
influéncia do torque de gradiente de gravidade para um satélite simétrico em orbita circular. As aplicagdes foram
realizadas para um satélite de pequeno porte (PP) utilizando o software MATHEMATICA.

Inicialmente os pontos de equilibrios foram determinados utilizando as caracteristicas fisicas, orbitais e de atitude
de cada satélite. A seguir o algoritmo para a analise da estabilidade foi aplicado tendo sido obtidos 7 pontos estaveis
para o satélite de PP-1.

Para os satélites PP-1 foram obtidos mais pontos de equilibrios do que os 50 apresentados, porém muitos deles
foram descartados por levarem a condicdo de singularidade nas variaveis de Andoyer.

Em comparacdo com os resultados de Vilhena de Moraes et. al (2009) e Cabette (2006), os quais mostram a analise
da estabilidade do movimento rotacional com o torque de gradiente de gravidade, mas com satélite em 6rbita com
pequena excentricidade, um ndmero maior de pontos de equilibrio estaveis foi determinado. Em termos da
determinacdo da forma normal e da analise da estabilidade houve uma otimizacdo no algoritmo, possibilitada pela
utilizag8o dos resultados obtidos por Formiga (2009) para os coeficientes da Hamiltoniana normal de quarta ordem.

Na analise qualitativa de estabilidade em torno do ponto de equilibrioPP-1 1.4 foram observados os seguintes
resultados.

Com relacdo a estabilidade linear para o ponto de equilibrio PP-1 1.4, observou seque existe uma instabilidade
linear quando os momentos principais de inérciasdo iguais (C = A). Isso corresponde a uma distribuicdouniforme de
massa do satélite, ou seja, todos 0s momentos principais de inércia seriamiguais (A = B = C).

Nessa situacdo, o torque de gradiente de gravidade atuante nosatélite se anula e 0 movimento rotacional se
caracteriza por um movimento livre detorques externos, com o eixo principal de inércia Oz tendo movimento de
precessdo emtorno do eixo de maior momento angular de rota¢do 0z, (Zanardi, 1983).

Para diferentes valores de momentos principais de inércia(C # A), o ponto de equilibrio apresentou estabilidade
linear para a grande maioria dessasconfiguracdes, a excecdo € feita para orbitas de baixa inclinacdo, que torna o ponto
deequilibrio linearmente instavel. Nessa configuracéo, verifica se que a maioria dos termosda Hamiltoniana associada
ao torque de gradiente de gravidade sdo eliminados, porém,com o0s termos restantes, a influéncia do torque externo gera
instabilidade linear para esseponto de equilibrio

Com relagdo a estabilidade ndo linear do ponto de equilibrio PP-1 1.4, verificou seque os resultados coincidiram
com a regido delimitada pela 12 e 22 condicdo do teoremaestudado relacionado com a estabilidade linear.

Portanto, a abordagem aqui realizada para a andlise de estabilidade de satélites artificiais simétricos e em orbita
circular, mostra se adequado para analise de missGes espaciais.

Salienta que o langamento do satélite nas de regides de estabilidade determinadas, podecontribuir diretamente na
manutengdo da atitude de satélites artificiais, podendo geraruma economia de combustivel através de um menor nimero
de manobras de atitude paramanter a atitude desejada da missdo espacial.
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Abstract. This work aims to analyze the stability of the rotational motion of symmetrical artificial satellite (with two
principal moments of inertia equal), in circular orbit with the influence of gravity gradient torque, using the variables
of Andoyer. The used method in this paper to analyze stability is the Kovalev-Savchenko theorem, which requires the
reduction of the Hamiltonian in its normal form up to fourth order by means of canonical transformations around
equilibrium points. The coefficients of the normal Hamiltonian are indispensable in the study of nonlinear stability of
its equilibrium points according the three established conditions in the theorem. Applications were made to satellites
ofsmall size, with data similar to the first Brazilian Satellite Data Collection - SCD1 using the software
MATHEMATICA. Several stable equilibrium points were determined and regions around these equilibrium points have
been established by variations in orbital inclination and the principal moments of inertia of the satellite. In comparison
with previous results show a larger number of equilibrium points and an optimization, in algorithm determining the
normal form in the stability analysis, due the possibility of inclusion of analytical calculation of the coefficients of the
normal Hamiltonian of 4th order. Thus, the uses of variables Andoyer are adequate for the stability analysis of
rotational motion, which can be useful for the analysis of space missions. It is important to point out that, the launch of
the satellite instability regionscan contribute to the maintenance of the satellite attitude, which can generate a fuel
economy through lower number of attitude maneuvers to maintain desired attitude of the mission.
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